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8 Zur des statistischen Atommodells 


mit der K ae 


28 
| Von Lewis wurde zur Erweiterung der Thomas-Fermi-Diracschen 
50 Gleichung ein Näherungsausdruck für die Korrelationsenergie eines Elektronen- 
= gases angegeben, der für sehr große Elektronendichten in den von Gell- 
” Mann und Brueckner hergeleiteten exakten Ausdruck übergeht. In dr 
vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie man durch eine Vereinfachung ds 
a Lewisschen Näherungsausdruckes die von Lewis gegebene Erweiterung der 
Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung auf den vom Verfasser in einer in | 
77 1943 veröffentlichten Arbeit behandelten Fall zurückführen kann, wo die 
Korrelationsenergie durch einen von Wigner hergeleiteten Ausdruck dar- 
84 gestellt und zur Erweiterung der Thomas-Fermi-Diracschen Gleichung __ 
herangezogen wurde. Die Lösung der erweiterten Gleichung wird für mehrere 
im Atome und Ionen angegeben. Abschließend werden für die Korrelations- 
energie des Xe-Atoms Berechnungen durchgeführt. 
des Baker 1. Einleitung und Zusammenfassung 
2 In einer kürzlich erschienenen Arbeit von Lewis!) wird für die Korre- 
iige lationskorrektion der Elektronenenergie ein Näherungsausdruck heran- 
gezogen, der fiir groBe Elektronendichten in den von Gell-Mann und Brueck- a 
ner hergeleiten?) und für sehr kleine Elektronendichten in einen von Wigner . 
angegebenen Ausdruck®) übergeht. Mit diesem Näherungsausdruck wird eine 
mit der Korrelationskorrektion erweiterte Thomas-Fermi-Diracsche 
ch Gleichung für das statistische Atommodell hergeleitet und die Lösung dieser 
ind komplizierten Gleichung in der Umgebung des Kerns durch eine Reihen- 
entwicklung dargestellt. Außerdem wird die mit der Korrelationskorrektion er 
Tere erweiterte Zustandsgleichung der Materie angegeben. 
ist. Lange vor dem Erscheinen dieser Arbeit von Lewis, und zwar in 1943 
In. hatte der Verfasser eine Arbeit veröffentlicht, in der ebenfalls die Thomas- 
tel- Fermi-Diracsche Gleichung durch die Korrelationskorrektion erweitert 
ren wurde*). Auf Grund dieser Arbeit hat dann später ebenfalls der Verfasser 


1) H. W. Lewis, Physic. Rev. 111, 1554 (1958). 
ge- 2) M. Gell-Mann u. K. A. Brueckner, Physic. Rev. 106, 364 (1957). 
3) E. P. Wigner, Physic. Rev. 46, 1002 (1934). 
4) P. Gombäs, Z. Physik 121, 523 (1943); im folgenden als I zitiert. 
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die mit der Korrelationskorrektion erweiterte Zustandsgleichung der Edel- 
gase5), sowie ein zum Slaterschen Austauschpotential analoges Korrela- 
tionspotential®) hergeleitet. In allen diesen Arbeiten des Verfassers wurde 
für die Korrelationskorrektion der von Wigner angegebene Ausdruck”) 
zugrunde gelegt. 


Von diesem unterscheidet sich der von Lewis herangezogene Näherungs- 
ausdruck für die mittlere Korrelationsenergie pro Elektron darin, daß für sehr 
große Werte der Elektronendichte o der Lewissche Näherungsausdruck in 
den exakten Gell-Mann-Bruecknerschen Ausdruck übergeht und wie In o 
unendlich wird, während der Wignersche Näherungsausdruck für sehr große 
Elektronendichten in eine Konstante übergeht. Für sehr kleine Elektronen- 
dichten stimmen die beiden Näherungsausdrücke praktisch überein; im 
übrigen Gebiet führt der Lewissche Näherungsausdruck zu Werten die ihrem 
Betrage nach durchweg höher liegen als die aus dem Wignerschen Näherungs- 
ausdruck berechneten Werte. Man vgl. hierzu Abb. 1, in welchem der Verlauf 
der beiden Näherungsausdrücke als Funktion von 0’ graphisch dargestellt ist. 
Für Elektronendichten, die etwa den Randdichten der Thomas-Fermi- 
Diraeschen Atome entsprechen ~ 0,15/a, (a, = erster Bohrscher 
Wasserstoffradius)], beträgt der Unterschied zwischen den beiden Näherungs- 
formeln etwa 15%. 


Die von Lewis mit der Korrelationskorrektion erweiterte Thomas- 
Fermi-Diracsche Gleichung ist sehr kompliziert, ihre Lösung wird von 
Lewis in der Umgebung des Kerns durch eine unendliche Reihe dargestellt. 
Die Lösung der erweiterten Gleichung ist jedoch in der Umgebung des Kerns 
wenig interessant, da dort das Kernpotential überwiegt und die Korrelations- 
korrektion die Lösung dort praktisch nicht beeinflußt; dort ist ja auch die be- 
deutend givBere Austauschkorrektion für die Lösung praktisch unbedeutend). 
Die Korrelationskorrektion beeinflußt die Lösung nur in größerer Entfernung 
vom Kern, am stärksten am Atomrand; die Lösung der erweiterten Gleichung 
ist also in erster Linie in größerer Entfernung vom Kern von Interesse. Das 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, wie man das vom Verfasser zur Er- 
weiterung der statistischen Grundgleichung mit dem Wignerschen Näherungs- 
ausdruck der Korrelationsenergie entwickelte Verfahren (man vgl. I, sowie II, 
S. 96ff.) sehr einfach zur Lösung der von Lewis angegebenen erweiterten 
Gleichung in den äußeren Gebieten des Atoms anwenden kann. Die Lösungen 
werden für mehrere Atome und Ionen angegeben. Der Unterschied im Dichte- 
verlauf der Elektronen im Verhältnis zu dem mit der ursprünglichen Wigner- 
schen Näherungsformel erhaltenen Verlauf erweist sich im Inneren des Atoms 
als gänzlich unbedeutend, in den Randgebieten wird er jedoch bedeutend. Die 
für alle Atome und Ionen universell gültige Randdichte beträgt für den 
Lewisschen Ausdruck 0, = 0,003862,/a3, während man mit dem Wigner- 


5) P.Gombäs, Acta Phys. Hung. 5, 123 (1955); sowie P. Gombäs u. O.Kunväri, 
Acta Phys. Hung. 5, 339, (1955). 

6) P.Gombäs, Acta Phys. Hung. 4, 187 (1954). 

7) E.P. Wigner, Physic. Rev. 46, 1002 (1934). 

8) Man vgl. hierzu H. Jensen, Z. Physik 89, 713 (1934), sowie z.B. P. Gombäs, 
Die statistische Theorie d. Atoms u. ihre Anwendungen, S. 96ff., Springer, Wien (1949) 
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schen Ausdruck 0, = 0,003074/a$ und ohne Korrelationskorrektion, d. h. für 
die nichtkorrigierte Thomas-Fermi-Diracsche Gleichung 0, = 0,002127/a3 
urde $ erhält. 


ck 7) 

2. Vergleich der von Wigner und Lewis angegebenen Näherungsformeln 
für die Korrelationsenergie 
. a Der von Wigner angegebene Näherungsausdruck für die mittlere Korre- 
2 In o | lationsenergie pro Elektron hat folgende Gestalt?) 

sroBe 
; im wo und a, die Konstanten 
hrem % = 0,05647 = und a, = 0 1216 + a (2) 
ings- 1 ay ? ay of & 


rlauf bedeuten !P), weiterhin e die positive Elementarladung und a,den ersten Bohr- 
tist. | schen Wasserstoffradius bezeichnen. 


= Die Naherungsformel von Lewis") lautet folgendermaBen FE 
wo ß} und ß, die folgenden Konstanten bezeichnen a. 
2 
nas- (1 —In2)= = 0,03109 & (4) 
tellt. 
ferns Pa = = 14,94 Ay.» a, (5) 
ions- OX By 
e be- Für sehr große Elektronendichten erhält man aus (3) den Ausdruck 
nd 8). 1 1 


hung | der bis auf eine Konstante mit dem von Gell-Mann und Brueckner her- 
Das geleiteten übereinstimmt. 

r Er- Für sehr kleine o (0'/* a, < 0,05) führt (3) praktisch zu denselben Werten 
ings- | wie der Wignersche Näherungsausdruck (1). Für 9’ a,< 0,01 werden 
ie II, | sogar die beiden Näherungsausdrücke praktisch gleich, denn für so kleine 
arten | Dichten gehen die Näherungsausdrücke (3) und (1) in —a,0'%/x, über. 

ngen 9, und 9, als Funktionen von 0'%» sind in Abb. 1 dargestellt. Mit Ausnahme 
chte- | sehr kleiner o verläuft g, überall höher als g, und wird für 9 — oo logarith- 
ner- | misch unendlich, während g, der Konstante «, zustrebt. Am Atomrand 
toms § (0's u 0,15/a,), wo die Korrelationskorrektion am meisten ins Gewicht fällt, 

Die } ist 9, um etwa 15% größer als g,. 


ner- ®) Man vgl. II, S. 30. 

10) Für x, und a, wurden später von Wigner auch Werte herangezogen, die von den 
hier angegebenen verschieden sind. Man vgl. hierzu E. P. Wigner, Trans. Faraday Soc. 
väri, 34, 678 (1938), weiterhin D. Pines, Solid State Phys. Vol. 1, S. 374, 375, Academic Press, 
New York 1955, sowie M. Gell-Mann u. K. A. Brueckner|.c. 

") Der nachstehende Ausdruck (3) unterscheidet sich vom ursprünglichen Lewis- 
schen einerseits dadurch, daß (3) die mittlere Korrelationsenergie eines Elektrons, während 
‘bas, | der Lewissche die Korrelationsenergie des Elektrons mit der maximalen Energie dar- 
1949) | stellt, andererseits geht der Ausdruck (3) für @ > 0 in (&,/&,) 0's über, während der ent- 
sprechende Lewissche in einen Ausdruck übergeht, in welchem statt «,/a, eine andere 

onstante steht; man vgl. hierzu Fußnote 10. 


; 
den { 


Da die Korrelationskorrektion für die Verteilung der Elektronen nur in ai 
äußeren Gebieten des Atoms von Bedeutung ist, in der Nähe des Kerns aber 
praktisch überhaupt keinen Einfluß hat, ist es zweckdienlich die für die weiteren 
Berechnungen umständliche Lewissche Formel im Atom mit Ausnahme der 
kernnahen Gebiete, d. h. mit Ausnahme von sehr großen o-Werten durch einen 
Ausdruck vom Wignerschen Typ (1) zu approximieren. Dies kann sehr ein- 
fach geschehen, indem man die beiden Konstanten x, und «, in (1) abändert. 
Eine sehr befriedigende Näherung ergibt sich, wenn man x, und a, folgender- 
maßen wählt 


Der Verlauf dieser Funktion ist ebenfalls in Abb. 1 dargestellt. Ein ge- 
nauerer Vergleich mit g, zeigt, daß im Gebiet von 9's  0,02/a, bis o'' ~ 2,5/a,, 

d. h. für das Dichteinterwall 
von o ~ bis o ~ 10ja} 
eu die Näherungsfunktion g die 
Lewissche Funktion 9, ge- 
A, } nügend gut annähert. Für das 


Xe-Atom z. B. bedeutet dies, 
daß die Näherung vom Atom- 
rand bis zu einer Entfernung 
0 04 00 ; 22 16 20 24 73 r vom Kern von etwa 0,5 ao, 

Ph — also mit Ausnahme der Um- 
Abb. 1. Vergleich von g,, 9, und g als Funktionen gebung des Kerns im ganzen 
von» /*. Abszisse: in 1/a,-Einheiten. Ordinate: Atom, gut ist. Für kleinere 
5 91, 9, und g in e?/a,-Einheiten r-Werte wird die Korrelations- 
korrektion für die Bestim- 
mung der Elektronenverteilung unbedeutend, so daß dort das Versagen der 
_ Näherungsformel (8) unwesentlich ist. Aus diesem Grunde ist es für die Lösung 
_ der erweiterten Gleichung auch ohne Bedeutung, daß für o > oo unsere Nähe- 
 rungsformel (8) ganz und gar unrichtig wird. 


3. Erweiterung der Grundgleichung durch den neuen Näherungsausdruck der 
Korrelationskorrektion und Lösung der Grundgleichung 


Mit dem Näherungsausdruck (8) für die mittlere Korrelationsenergie pro 
Elektron, der bis auf die beiden Konstanten «, und a, mit dem Wignerschen 
Ausdruck (1) identisch ist, läßt sich die statistische Grundgleichung auf genau 
dieselbe Weise erweitern, wie dies vom Verfasser für den ursprünglichen 
Wignerschen Ausdruck schon durchgeführt wurde (man vgl. I, sowie II, 
. S. 96ff.); der einzige Unterschied ist, daß man überall die Konstanten x, und 
%, durch x] und a zu ersetzen hat. Wir verweisen daher bezüglich alles 
_ weiteren insbesondere der Herleitung der erweiterten Grundgleichung auf die 
c. I), sowie insbesondere auf II, wo dieselben Bezeichnungen 
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Man erhält so für die für alle Atome und Ionen gemeinsame Randdichte 
0) der Elektronen jetzt 


= 0,00386% (9) 


während sich mit dem ursprünglichen Wignerschen Ausdruck der Korrela- 

tionskorrektion der Wert 0,003074/a$ und ohne Korrelationskorrektion, d. h. 

für das Thomas-Fermi-Diracsche Modell der Wert 0,002127/a% ergibt. 
Für die in I und II näher definierte Konstante A, erhält man jetzt 


= (oh) = | 


a = 0,1582 e?, 10 
el... (10) 


womit für die mit der Korrelationskorrektion erweiterte Konstante der Aus- 
tauschkorrektion 


= thy (=)" + 0,1582 e2 — 0,8968 (11) 


darstellen, der für verschwindende Korrelationskorrektion (4, =) in die 
Randdichte des Thomas-Fermi-Diracschen Modells übergeht, wie dies 
auch sein soll. 

Die erweiterte Grundgleichung — die in guter Näherung durch die Fermi- 
Amaldische Gleichung ersetzt werden kann — läßt sich mit hinreichender 
Genauigkeit durch den Ansatz 


P=PYotkn (13) 


lösen (man vgl. I und II, S. 105ff.), wo 9, die tabelliert vorliegende Lösung der 
ursprünglichen Thomas-Fermischen Gleichung, n, die ebenfalls tabelliert 
vorliegende Fermische Hilfsfunktion™) und k eine Konstante bezeichnen. 
Wir haben die Lösung der erweiterten Gleichung für mehrere Atome und Ionen 
mit edelgasähnlicher Elektronenstruktur festgestellt. Die entsprechenden 
Parameterwerte k und die Grenzradien r,, sowie x) = r,/u* für diese Atome 
und Ionen sind in der Tab. 1 zusammengestellt!3). 

Die hier berechneten Grenzradien 2%, bzw. r, sind etwas kleiner als die in I 
erhaltenen. Dies führt für die diamagnetischen Suszeptibilitäten und Polari- 
sierbarkeiten zu einer Verbesserung der berechneten Werte mit den empirischen. 

In Abb. 2 haben wir für das Xe-Atom mit der hier erhaltenen Lösung das 
r-fache der radialen Elektronendichte, r- D (D = 42 r* 9), als Funktion von 


12) E. Fermi, Mem. Ace. Italia 1, 1 (1930); man vgl. auch P. Gombäs, Flügges 
Handb. d. Phys. 36, S. 127, Springer, Berlin-Göttingen-Heidelberg (1956). 

13) Der Betrag des hier für Sr++ bestimmten Parameterwertes k sollte etwas kleiner 
sein als der Betrag des k-Wertes, den wir mit dem ursprünglichen Wignerschen Ausdruck 
der Korrelationskorrektion erhielten (man vgl. hierzu I, sowie II, S. 109). Die Abweichung 
rührt davon her, daß hier für 9, und mp sehr genaue neuere Tabellenwerte benutzt wurden 
[man vgl.P. Gombas, Flügges Handb. d. Phys., S. 127, Springer, Berlin-Göttingen- 
Heidelberg (1956)], während die Berechnungen in I mit den in II angegebenen weniger 
genauen Werten von 9, und n, durchgeführt wurden. 
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Werte von k, x, und 79, 79 in @-Einheiten 


| Cl- 


Br- 


+1,72 10-4 +3,70 10-5 
9,908 13,20 
4,52, 4,72 


+6,40 - 10-8 
17,95 
4,95 


+2,33 - 10 
21,28 
5,08 


Kr 


X 


+3,15 - 10% 
14,98 
4,09 


+1,32 - 
17,98 
4,26 


Rbt 


Cst 


— 7,18 - 10-5 
9,00 
3,10 


—8,62 - 
12,85 
3,48 


— 2,47 
15,60 
3,68 


Cat+ 


Sr++ 


Ba++ 


—2,44-10-4 
7,77 
2,63 


—3,35 - 10-5 
11,29 
| 3,03 


—1,05 - 10-8 
13,82 
3,24 


r dargestellt. Zum Vergleich ist in der Abbildung der Verlauf von r - D auch 
für diejenigen Dichteverteilungen eingezeichnet, die man mit dem ursprüng- 
lichen Wignerschen Ausdruck (1) für die Korrelationskorrektion, weiterhin 


ohne Korrelationskorrektion (d.h. allein mit der Austauschkorrektion) und 
schließlich ohne Korrelations- 
und ohne Austauschkorrek- 
tion (d.h. für das ursprüng- 
liche Thomas-Fermische 
Modell) erhält. = 


Abb. 2. Das r-fache der radialen Elektronendichte 
für das Xenon-Atom als Funktion von r. Kurve 1: 
mit dem Ausdruck g hier berechnet, Kurve 2: mit 
dem Wignerschen Ausdruck g, berechnet, Kurve 3: 
ohne Korrelationskorrektion berechnet, Kurve 4: 
ohne Korrelation- und ohne Austauschkorrektion 
(d.h. für das ursprüngliche Thomas-Fermische Mo- 
dell) berechnet. Abszisse: r in a,-Einheiten. Ordi- 


4. Berechnung 
der Korrelationsenergie 


Der Näherungsausdruck (8) 
wird in der unmittelbaren 
Umgebung des Kerns unrich- 
tig, da dieser für sehr große o 
in eine Konstante übergeht, 
während der für sehr große o 
exakt gültige Gell-Mann 
Bruecknersche Ausdruck für 
o > co logarithmisch unend- 
lich wird. Man kann daher 
den Näherungsausdruck (8) 
zur Berechnung solcher Atom- 
eigenschaften und Größen, für 
die die kernnahen Gebiete von 
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großer Elektronendichte ausschlaggebend sind, nicht heranziehen. Dies gilt 
z. B. für die Korrelationsenergie, für die den wesentlichen Anteil gerade die 
kernnahen Gebiete von großer Elektronendichte geben; die Gebiete mit kleiner 
Elektronendichte tragen zur Korrelationsenergie nur sehr wenig bei. Zur Be- 
rechnung der Korrelationsenergie E,, des Elektronengases im Atom wird man 
daher den von Lewis angegebenen Ausdruck (3) heranziehen und erhält 


Ew = fw? o dv, (14) 
wo dv das Volumenelement bezeichnet. Fiir das Xe-Atom folgt hieraus mit der 


ursprünglichen Thomas-Fermischen Dichteverteilung der Elektronen 
durch numerische Integration 


Eu = — 6,0— = — 163 e-Volt, (15) 
Ag 


während sich mit dem Wignerschen Ausdruck (1) für die Korrelations- 
energie schätzungsweise — 3 e?/a, = — 82 e-Volt ergibt*). Der Lewissche 
Näherungsausdruck führt also für die Korrelationsenergie eines Atoms zu 
einem bedeutend größeren Betrag als der Wignersche Ausdruck. 


14) Man vgl. I, sowie II, S. 104. 


Nachtrag bei der Korrektur. Während der Korrekturarbeiten der vorliegenden 
Arbeit habe ich entdeckt, daß von Y. Tomishima im Progress of Theor. Phys. (Japan) 
22, 1 (1959) — in einer hier schwer zugänglichen Zeitschrift — dasselbe Problem behandelt 
wurde. Der wesentliche Unterschied im Verhältnis zur vorliegenden Arbeit besteht im 
folgenden: Erstens wird bei Tomishima statt des von uns herangezogenen Lewisschen 
Ausdruckes (3) für die Korrelationsenergie ein von Pines hergeleiteter Ausdruck zugrunde 
gelegt. Zweitens wird bei Tomishima außer dieser Energiekorrektion auch noch die 
Fermi-Amaldische Korrektion in das Thomas-Fermi-Diracsche Modell eingebaut. 

Es ergeben sich so auffallend kleine Atomradien, so beträgt z. B. die Verkleinerung 
des Grenzradius des Kr-Atoms fast 30%. Diese auffallend starke Kontraktion der Elek- 
tronenwolke ist wahrscheinlich auf die simultane Berücksichtigung der Austausch- und 
Fermi-Amaldischen Korrektion am Atomrand zurückzuführen, was mir bedenklich 
erscheint. In der vorliegenden Arbeit wird zwar zur Berechnung der Elektronendichte 
auch die Fermi-Amaldische Gleichung zugrunde gelegt jedoch in ihrer ursprünglichen 
Form, in der die Diracsche Austauschkorrektion explicite nicht enthalten ist; diese kommt 
bei uns nur in einer Randbedingung zum Ausdruck, welche besagt, daß die Elektronen- 
dichte am Atomrand endlich sei. 


Budapest, Physikalisches Institut der Universität für Technische Wis- 
senschaften. 


Bei der Redaktion eingegangen am 15. Dezember 1959. 
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Wechselwirkung von Elektronen 
mit Gitterschwingungen im ‚homöopolaren Kristall: 


Inhaltsübersicht 


Es wird die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Feld der Gitter- 
schwingungen nach der Methode von BardeenundShockley quantenmecha- 
nisch begriindet und die klassische Feldgleichung bei dieser Wechselwirkung 
für die Gitterschwingungen in Kontinuumsnäherung angegeben. Diese Feld- 
gleichung wird für ein beschleunigtes Elektron in Dipolnäherung gelöst und die 
Schallbremsstrahlung für beliebigen Bahnverlauf berechnet. Da diese Ener- 
gieabgabe an das Gitter eine merklich Größe hat, setzt sie die Einfang- 
wahrscheinlichkeit an positiv geladenen Störstellen für Elektronen merklich 
herauf. 


Einleitung 


Die heute übliche Behandlung der Leitfähigkeit in homöopolaren Kristallen 

ist der Theorie der metallischen Leitung von Bloch?) nachgebildet. Bloch 
geht in seiner quantenmechanischen Theorie des Bremsprozesses davon aus, 
daß die Elektron-Gitter-Wechselwirkung schwach ist und daher mit der 
ersten Näherung der zeitabhängigen Störungstheorie beschrieben werden 
= Etwa gleichzeitig und unabhängig von dieser Arbeit hat M..J. Bucking- 
ham?) untersucht, wieweit die Bremsung eines Elektrons im Gitter bereits im 
= klassischer Vorstellungen verstanden werden kann‘). Die in der 
Lagrangedichte bei M. J. Buckingham angegebene Wechselwirkung zwi- 
‘schen Elektron und Gitter (Deformationspotential) wird in der folgenden 
Arbeit mittels einer Methode von Bardeen und Shockley5) quantenme- 
chanisch begründet (§ 1). In $ 2 wird die Hamiltonfunktion (bzw. -Operator) 
für das Gesamtsystem Elektron + Gitter + Wechselwirkung angegeben. 
- wird mit dem Blochschen Resultat verglichen. Das bei Bloch praktisch 
nicht auswertbare Integral © kann direkt bei bekannter Lage der Energie- 


_ und Absorption von Schallquanten durch ein freies Elektron werden betrachtet. 


_bander in Abhängigkeit von der Gitterkonstanten bestimmt werden. Emission 
I findet nur bei Überschallgeschwindigkeit (v > s) statt; bei Unter- 


1) Lehrstuhl für theoretische Physik, Tübingen. 

2) Felix Bloch, Z. Physik 52, 555 (1929). 

3) M. J. Buckingham, Proc. Physic. Soc. 66 A, 601 (1953). 

4) Wegen besonderer äußerer Umstände gelangt die Arbeit erst jetzt zur Veröffent- 
5) J. Bardeen u. W. Shockley, Phys. Rev. 80, 72 Appendix (1950). ae £ 
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schallgeschwindigkeit gibt es keine Schallabstrahlung. Dieses Resultat liefert 
auch die Lésung der Feldgleichung fiir ein mit konstanter Geschwindigkeit v 
durch dem Kristall bewegtes Elektron (Machscher Kegel, s.*)). In $ 3 wird die 
klassische Feldgleichung für das elastische Kontinuum in Dipolnäherung ge- 
löst für beliebigen Bahnverlauf des Elektrons innerhalb der Stoß- bzw. 
Bremszeit T beim Vorbeiflug an einer Störstelle im Kristall. In Analogie 
zur elektromagnetischen Bremsstrahlung erwartet man eine zusätzliche 
Schallabstrahlung (Schallbremsstrahlung), die in dem Fall v = const (v: Elek- 
tronengeschwindigkeit, s: Schallgeschwindigkeit im elastischen Medium), wie 
er von M. J. Buckingham und von uns erhalten wurde, nicht enthalten ist. 
Diese zusätzliche Schallabstrahlung wird angegeben. Mit dieser Arbeit soll ein 
besseres Verständnis des Bremsvorganges erreicht werden und ein Verfahren 
angegeben werden, das in manchen Fällen eine gute Näherung zur strengen 
quantenmechanischen Rechnung liefert. 


$ 1. Das Deformationspotential 

Wir betrachten zunächst ein Elektron im homöopolaren Kristall. Diese 
Kristalle sind bei sehr tiefen Temperaturen Isolatoren. Die Leitfähigkeit kommt 
dadurch zustande, daß ein sehr kleiner Bruchteil der Elektronen angeregt wird, 
etwa durch Erwärmung oder optische Absorption. Die Lösung der Schrö- 
dingergleichung für ein Elektron in einem beliebig verzerrten Gitter ist natür- 
lich nicht allgemein durchführbar. Nach der Methode von Bardeen und 
Shockley°) beschränkt man sich auf Verzerrungen, die örtlich langsam ver- 
änderlich sind. Man hat z. B. eine örtlich langsam veränderliche Gitter- 
konstante. In kleinen Bereichen ist das Gitter dann noch angenähert peri- 
odisch. Man darf diesen Bereichen daher Energiebänder zuordnen. Dann ist 
aber die energetische Lage der Bänder für verschiedene Stellen des Kristalls 
auch verschieden, weil die Gitterkonstante vom Ort abhängt. Betrachtet man 
ein Elektron am unteren Rand des untersten Bandes, so ist seine kinetische 
Energie stets Null, seine potentielle Energie ist jedoch ortsabhängig. Man kann 
sie angeben, wenn man weiß, wie groß die Gitterkonstante an der betreffenden 
Stelle ist. Bei dieser Art der Betrachtung hat ein ruhendes Elektron im ver- 
zerrten Kristall eine ortsabhängige potentielle Energie (Deformationspo- 
tential). Die nun folgende Rechnung soll zeigen, daß näherungsweise für kleine 
Geschwindigkeiten ein Elektron im verzerrten Kristall sich bewegt wie ein 
Teilchen der ‚effektiven Masse‘ m* im Deformationspotential allein. 

Es sei U,(t) das Potential, welches das Elektron im verzerrten Kristall 
vorfindet. Es entspricht der elektrostatischen Wechselwirkung mit allen 
anderen Elektronen und den Atomkernen des Kristalls®). 

U,(t) ist das periodische Potential im unverzerrten Kristall. Für U, (rt) 
machen wir den Ansatz (s.5)): 


U4 (t) = Up (te — + Uwe -- | 
ew Uy(t) — (Bir), grad Uy(t)) + U, +---, 


6) Es liegt in der Annahme, daßU, am Ort rnurvom elastischen Zustand am gleichen 
Ort abhängt, eine Beschränkung, die nur für homöopolare Kristalle zulässig ist. In polaren 
Kristallen muß man berücksichtigen, daß eine Verschiebung ® an einem Ort r’ + t zum 
Auftreten eines Dipolmomentes führen kann, das durchaus einen Beitrag zum Potential 
am Ort r liefert. 


(1) 
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wobei ®(t) der zeitunabhängige Verschiebungsvektor und ¢(r) der Dehnungs- 
tensor im Kristall sind. ¢(r) und ®(r) seien klein und langsam veränderliche 
Funktionen des Ortes. (1) stimmt mit dem aus der Metalltheorie bekannten 
Ansatz von Bloch (ohne U,!) überein, wenn man — da ®(t) klein — in der 
Entwicklung nach dem 2. Gliede abbricht. Die Verbesserung gegenüber dem 
Blochschen Ansatz besteht darin, daß das Potential nicht nur verschoben 
wird, sondern sich bei Verzerrungen auch verändern kann. 

Da man die Schrödingergleichung eines Elektrons im deformierten Kri- 
stall: 


nicht exakt lösen kann, wird zunächst der Spezialfall einer homogenen Ver- 
zerrung (e unabhängig von rt) betrachtet und eine Approximationslösung für 
y, für ein Elektron in einem solchen homogen verzerrten Kristall konstruiert. 
Dafür hat man die Schrödingergleichung (&: Wellenzahlvektor des Elek- 
trons im Kristall): 


+ E, (K, e) — U,(t— — U,(t, e, R) = 0. (3) 


Da U, (t + ag, e) = U, (t, €) (ag andere Gitterkonstante) und U, (t — ®(r)) periodisch, 
enthält (3) ein periodisches Potential, deren bekannte Lösung lautet: = 
Yn (T, = ef Kt ug (t, €) 


mit 


(K, e) = E, (K) + Ddiv $+--- (5) 
da die Eigenwerte für kleine Verzerrungen é(t) linear in der Dilatation (e,. + &,, + & = 
div ®) sind und man für das Elektron am unteren Bandrand EZ, (K, e) nach Potenzen von 
K und & entwickeln kann’). 

Für einen kubischen Kristall gibt es aus Symmetriegründen außer div ® keine weiteren 
Terme, die linear in ¢ sind. Daher kann man die Entwicklung von E, bereits nach dem 
2. Gliede abbrechen. 

D div ® bezeichnen wir als das Deformationspotential. 

Speziell ist bei einer Änderung der Gitterkonstanten: 
k2 
2 m* 
E,(a,) ist die Energie des unteren Bandrandes bei der ursprünglichen Gitterkonstanten a, 
und Aay/a, = = Eyy = 

Nun konstruieren wir eine Approximationslésung für (2), indem wir y, 

für die tiefsten Zustände nach den y, (t, e(t), 8) entwickeln®): ' 


wa(t, €(t)) = = ag (t, €(t), 8). (6) 


Aa, 
E,„(K,e) = Ep (a) + 


In (2) eingesetzt ergibt sich mit Ay,(t, e(t), R) > 0, da de/dx usw. wegen des 
sich langsam veränderlichen ®(r) verschwindend klein angenommen werden 
kann): 
h? ~ 
@) + [E — U, (t— B(t)) — U, (x, €(t)) (x,e(x), = 0 
(7) 
7) Die nächsten Terme in (5) enthalten Produkte der kleinen Größen K? und ¢&,,. 
(€ sind die Komponenten des symmetrischen Anteils des Dehnungstensors.) 


8) e wird nun als langsam veränderliche Funktion von t in y, betrachtet. 
9) Das ,,~ “ über r deutet an, worauf 4 wirkt. 
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und aus (3) und (da): Se 


X) = {- Ep — D div 9 = + 
+ U, (t, e( &, (8) 


Nun teilt man den Kristall in Ki der Dicke Ax, so daß innerhalb 
einer solchen Schicht a, konstant ist und die Ungleichung A > Ax > ay gilt 
(A: Wellenlänge einer longitudinalen akustischen Gitterschwingung); & ist 
innerhalb jeder solchen Schicht konstant. (7) und (8) für jede solche Schicht 
hingeschrieben und ineinander eingesetzt liefert — die Schichten gehen stetig 
(langsam veränderliches ¢(t)) ineinander über — die Schrédingergleichung 
für den gesamten deformierten Kristall und ein Elektron der Masse m* im 
Leitungsband: 


mit 


E=E-—Eg(a). (11) 


Dabei wurde näherungsweise angenommen, daß u;(t, e(t)) am unteren Bandrand für 
wenig benachbarte K dieselbe Funktion darstelle. Das ist z. B. am unteren s-Bandrand 
erlaubt, weil sich wz nur wenig bei benachbartem K ändert und weil s-Bänder einfach sind. 
Für das ganze Band stimmt das sicher nicht. Da wir uns aber auf den untersten Bandrand 
des untersten Bandes beschränken, läßt man den Index K bei u; weg und da w(t, e(t)) + 0 
im ganzen Band, so kann man es vor die Summe ziehen und wegkürzen. 

A(t) ist eine langsam veränderliche Funktion. In (9) erscheint V, = D- 
div ® wie ein richtiges Potential und beschreibt die Wechselwirkung des 
Elektrons mit dem durch die Deformation hervorgerufenen Potential. Die 
gesuchte Lösung von (2) mit dem Ansatz: 


Wa(t.€(t)) = &(r)) = A(t) u(r, &e(t)) A(x) (12) 


hat (10) als Approximationslösung, da man « praktisch nicht zu berück- 
sichtigen braucht. 

u ist für konstante e periodisch. Bildet man mit y, Matrixelemente mit einer in t 
langsam veränderlichen Größe, so kann man zuerst über die einzelnen Gitterzellen inte- 
grieren. Die betreffende Größe und A(t) sind praktisch konstant und das Integral ist über 
u* u allein auszuführen, d.h. man hat in diesen Fällen einfach y, ~ A(t) zu setzen. 

Der Mechanismus der Wechselwirkung zwischen Elektron und vorgegebener 
Verzerrung im elastischen Medium, wie auch die Erzeugung von Verzerrungen 
bei fest vorgegebener Elektronenbahn ist ein typischer quantenmechanischer 
Effekt und klassisch nicht unmittelbar verständlich. 


$2. Hamiltonfunktion und Hamiltonoperator für das Gesamtsystem. 


Vergleich mit dem Blochschen Resultat 


Die Hamiltonfunktion des Gesamtsystems Elektron + Gitter + Wechsel- 
wirkung lautet: 


=>2 
= + s (div B) fae + Ddiv $. (13) 
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Dabei ist wegen div Bansversaı = 9 die Entwicklung im elastischen Medium nach 


longitudinalen akustischen Wellen, die allein eine Wechselwirkung mitdem Elektron haben: 


It] , 

= Nc(k i((Er)-@t) _ 
rot ® = 0 fir alle f 


(f: Wellenzahlvektor der longitudinalen akustischen Gitterwelle). Ferner ist die Schall- 
geschwindigkeit s fiir diese longitudinalen akustischen Gitterwellen: 


+ 


a+ = 2 = i sind die Laméschen Elastizitätsmoduln, Z#:Young- 
scher Elastizitätsmodul; u: Poissonsche Querkontraktionszahl; o,: Dichte des elastischen 


Mediums im unverzerrten Zustand und % = oy = aL, wobei die Lagrange- 
dichte fiir das elastische Medium ist). 

Die kanonische Transformation der § (t, £) und % (t,2)in Erzeugungs- und Vernichtungs- 
operatoren von Schallquanten br und 6, und der Übergang zur Quantentheorie wird 
geleistet durch: 


% (t,t) = > Ce Cy (_ (5, + 


— und wegen der Forderung [7, ®]_ 


20, V o, 


gilt [by 0%] = dy. (16) 


Damit geht die Hamiltonfunktion % (13) über in den Hamilton- 
operator H: 


> +? ron (Bf by + z)+ DV 50V Vo, | i (m 
=H,+Hy 
Fiir ein freies Gitter folgt aus den Bewegungsgleichungen 
by(t) = by (0) 


2 j Da die Lösung des ungestörten Problems H, bekannt ist, kann man unter 
der Annahme, daß H, nur eine kleine Störung zu H, darstellt, sofort mittels 
Diracscher Störungstheorie in erster Näherung die Übergangswahrschein- 
lichkeiten für die erzwungene und spontane Emission und für die Absorption 
von Schallquanten angeben. Sie liefert in bekannter Weise den Wellenzahl- 
erhaltungssatz1)12)13) für die Emission (R’ = ® — f) und Absorption (S’ = 
® +f) von Schallquanten und ebenso den Energiesatz. Die Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit für den Emissionsprozeß ergibt sich zu: 

5 — Er + hor). (19) 


t (ng +d P= Wx V 


10) Der Index ,,l*‘ bleibt künftig fort. 
11) Uber den u von Schallquanten s. 12). 
12) G. Süssmann, Z. Naturforschg. 11a, 1 (1956). 
13) W. Brenig, Z. "Physik 143, 168 (1955). 
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u. Bloch hat diese Größe ebenfalls berechnet. Er geht jedoch von dem strengen { 
ıben: er 
Hamiltonoperator 
(14) Hpioch = U,(t) — (Pr), grad U, ((t)) + He 


chall- aus (ohne U,!). Im Laufe der Rechnungen ist er jedoch gezwungen, so viele 
Näherungen zu machen, daß sein Ergebnis mit dem hier erhaltenen überein- 
stimmt, wenn man für 
(15) 2 
D= 3 C (20) 
ung- setzt. 

Die Bestimmung von C erfolgt aus der Messung der Grenzwellenlänge A, für lange 
schen Wellen in der Absorptionsbande, wie sie bei Lichteinstrahlung in einen Germaniumkristall 
nge- beobachtet wird, oder aus der gemessenen Leitfähigkeit o,. Nun ist aber A, der Absorp- 

tionskante für die Gitterkonstante a, des unverzerrten Kristalls infolge von thermischen 

ungs- Schwankungen und örtlichen Unregelmäßigkeiten im Gitter nicht scharf definiert, was 

wheal eine Unsicherheit in der Bestimmung von C zur Folge hat. Wenn auBerdem noch der 

rgang eines Elektrons aus dem Valenz- in das Leitungsband fir die betreffende 

Energiedifferenz D verboten ist infolge der Auswahlregeln, so verschiebt sich A, zu kürzeren 

Wellenlängen und man erhält für D einen zu großen Wert. Bardeen und Shockkley 
geben für C fiir Germanium & 5 eV an. 

Aus dem Wellenzahlerhaltungssatz und Energiesatz (s. (19)) kann man den Prozeß 
der Emission und Absorption eines Schallquants durch ein freies Elektron der Masse m 
(m* = m) studieren: 

a) Emission: Es folgt aus beiden Erhaltungssitzen = 


cos 8 = 5 
% 


16 
(vg: Elektronenanfangsgeschwindigkeit, 9 < (o,f), £: Wellenzahlvektor des Schall- 
ton- quants). 
Da h k/2 m v, > 0 ist, muß wegen (cos #)max = 1 stets s/v, < 1, mithin 

(b) 
(17) § sein, d.h. nur bei Überschallgeschwindigkeit des freien Elektrons findet Emission von 
Schallquanten statt. 
Es hks 8 8 
==> = —= cos # — — (c) 


0 


ist die relative Energieabgabe des Elektrons an ein Schallquant. Da 7 > 0 sein muß, 
folgt aus (c) auch v, > s. Für vy < sist keine Energieabgabe des Elektons an ein Schall- 
inter #9 quant möglich. Für vy = 2s wird außerhalb von 9 = 60° keine Energie mehr an ein 
ittels | Schallquant abgegeben. 

b) Absorption: Aus den Erhaltungsätzen folgt 


cd = — — (e) 
angs- 


(v: Elektronengeschwindigkeit nach der Absorption eines Schallquants). Für (cos ?)max = 1 
folgt aus (d) v > 8, aus (e) v% < s. Nach der Absorption erfolgt nach (a) wegen v>s 
(19) (dort v,) aus (d) wieder Emission. 


$3. Klassische Feldgleichung. Schallbremsstrahlung in Dipolnäherung 


Mittels der Dichte der Wechselwirkungsenergie (D/e) o(t,t) div (tr, é) 
und der Lagrangedichte L, für das freie Gitter hat man als Gesamtlagrange- 
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Wenn oe = 0, dann stellt (22) die Wellengleichung der sich im elastischen Medium aus- 
breitenden longitudinalen akustischen Wellen mit der Schallgeschwindigkeit dar. 

Da rot ®=0, kann man § darstellen ® (t, t) = grad y (rt, £), x(t, t) ist das elasti- 
sche Potential des elastischen Mediums. Damit wird (22): 


2C 
30, 8° 


+ const. 


Da man fiir 9 = 0 die Schwingungen des elastischen Kontinuums erhalten möchte, muß 
die Konstante notwendig Null sein. 


Damit gewinnt man die bereits von M. J. Buckingham?) unabhängig von 
uns aufgestellte Feldgleichung (die Konstanten sind anders gewählt): 


D x(t, t) = — t) (24) 
für das elastische Potential x (r, ¢). 
Der Energiestrom © (Energieverlust des Elektrons durch Schallabstrah- 


lung) ergibt sich zu: 
S = — grad) P— A, div (25) 


Für v = const und v > s ergibt sich für eine punktförmige Ladungsverteilung 
eine Schallabstrahlung senkrecht zum Machschen Kegel (Tscherenkov- 
effekt!). Für v = 10% cm sec findet man einen Energieverlust des Elektrons 
pro Gitterkonstante S, = 3,6-10-*eV/a,. M. J. Buckingham?) gibt für 
schnelle Elektronen ~10~¢ eV/a, an. 

Nun gibt es praktisch keinen idealen Kristall. Das Elektron trifft immer 


ist » = v(t) und man hätte für eine punktförmige Ladungsverteilung an Stelle 
von (24) als Feldgleichung 


= 10) 


gemein für beliebiges v(f) geschlossen darstellen. Da den Hauptbeitrag zur 
Schallbremsstrahlung die Dipolstrahlung in der Wellenzone liefert, begnügen 
wir uns mit der Lösung von (26) in Dipolnäherung. 

Für einen beliebigen Bahnverlauf des Elektrons innerhalb der Stoß- bzw. 
Bremszeit 7 = T,— T, hat man die Feldgleichung (26) in der Entwicklung 


14) Herm Prof. F. Sauter (Köln) möchte ich an dieser Stelle herzlich danken 
für seine Hilfe bei der Darstellung der allgemeinen Lösung von Gln. (26) und (25). 
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wieder auf Gitterstörungen. Beim Vorbeiflug an einem solchen Störzentrum } S(w) 


(26) Mit 
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| 
{ 
| 
| 
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R. Rodenberg: Schallbremsstrahlung durch ein beschleunigtes Elektron 


für den punktförmigen Dipol für t): 


De 


Ri)=vt+4A int<T, 


R®=Hy,t+B int>T, 
: Anfangs- und Endgeschwindigkeit des Elektrons). Man findet für 


mit 
(21) 


(Ug: Ye: 
z(t, t) als Lösung in der Wellenzone (r > A) 
(22) C r/8) cos 
aus- 
und als Energiestrom nach (25): 
asti- 


36 8? = IR (t — r/s)|?. (29) 


(23) (Die Punkte über R bezeichnen die 3. Ableitung nach der retardierten Zeit 
t'=t—r/s.) Gesucht ist 8, gemäß 


von | f Sdt= | S(w)dw (30) 
- oo - sonst S, = 0 


(24) (op: Debyesche Grenzfrequenz). 

Die im allgemeinen während der Bremszeit 7 aperiodisch verlaufende Be- 
wegung, beschrieben durch R(t’), wird nun nach periodischen Eigenbewegungen 
rah- § zerlegt: 


fi P (wo) do 2 
(25) 
Dann wird |R(t — r/s) dt = 'P(o)? do 
trons 


für | (P(w): Fouriertransformierte von R (¢’ ); P(w) = 0 außerhalb 0 < w<w,). 
Bei spektraler Zerlegung der Ausstrahlung ist dann 


C cos? d 
trum § S(w) dw dQ = 
~ sonst S(w) dw = 0. wt 


= 
(26) Mit S(w) do = 2rr? [ S(w) sin d9dw und S,= [ S(w) dw hat man 
ag 0 
t all- 


bo 


die insgesamt abgestrahlte Energie S,: 


zur 

\jügen 33 

bzw. 

klung 


anken 
(25). 


= 


15 
a 
| 
= P(o)= J ei»"dt. 
| 
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Für wT < 1 folgt sofort aus (34) mit (27): RR 
‘er 

in 0< @w < @p, sonst P(w) = 0. J 
Bei einem Vorbeiflug ist die Zeit der merklichen Beschleunigung von der Größen- 
ordnung 7' = 2 b/v; setzt man 2 b ~2 - 10-7 cm, v ~ 10? cm sec, dann ist 7’ ~ 2 - 10-sec. 
Die Schwingungsdauer des schnellsten Gitteroszillators ist ~ 10-1? sec, also klein gegen 
T; d.h. während der Stoßzeit 7’ hat sich der augenblickliche Zustand des Gitters nicht 


geändert. Die Fouriertransformierte von R ist für w < 1/T eine Konstante und die 
von R ist mithin linear in w im Bereich 0... .1/7. 


é 


Damit hat man als insgesamt abgestrahlte Energie 8,: 


So = (36) 


A. Nordsieck*) hat für den elektromagnetischen Fall gezeigt, daß bei der Bremsung 
eines Elektrons im Strahlungsfeld der Energieverlust des Elektrons auch nur von v, und v, 
abhängt, wenn für die Frequenzen gilt oT < 1. 


Für Germanium findet man für eine Anfangsenergie des Elektrons von 
3-103eV ein S, << 10 eV, d. h. das Elektron verliert etwa !/, seiner Anfangs- 
energie im Vorbeiflug an einer Störstelle durch Schallabstrahlung. Das ent- 
spricht dem Energieverlust, den das Elektron auf einer Bremsstrecke von 
3 bis 5 Gitterkonstanten bei v = const (= 3- 10% cm sec!) erleidet (s. Absatz 
nach Gl. (25)). 

Die ständige Kritik während der Durchführung der Arbeit verdanke ich noch meinem 
hochverehrten Lehrer Richard Beckerf. 


Herrn Dr. G. Höhler (München) sei an dieser Stelle herzlich für Anregung und ® 
Diskussionen gedankt. 


8) A. Nordsieck, Phys. Rev. 52, 59 (1937). ac nr 


7 wi Tübingen, Lehrstuhl für theor. Physik. 


= Bd Bei der Redaktion eingegangen am 20. Januar 1960. 
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Summary 


A generalised relativistic Lagrangian is suggested, which is such that the 
momentum vector possesses a component normal to the direction of the 
velocity, while the conservation of total angular momentum requires the 
existence of a non-vanishing internal angular momentum tensor (spin). The 
resulting mechanical system is very similar to the spin models of elementary 
particles discussed by Hönl, Papapetrou, Bopp and others, as these emerge 
as special cases. Although the latter are usually derived from variational 
principles for which the Lagrangian depends on the acceleration, the present 
theory is based on a Lagrangian depending solely on position and velocity. 
This method avoids certain mathematical difficulties,and permits the immediate 
application of the Hamiltonian theory associated with such simple variational 
principles. Although no radiation effects are considered, the Abraham 
vector plays an important role in this purely mechanical theory. 


$1. Introduction 


In his monograph H. Hönl!) expresses the view that the mechanics of 
his pole-dipole particle (and its generalisations) represents a simple extension 
of the relativistic mechanics of a particle. The close affinity between the 
dynamics of particles of this type and electrodynamic field theory on the one 
hand, and the striking transition to the corresponding quantum-mechanical 
systems with spin properties on the other, certainly seem to confirm this view. 

In the present note we shall endeavour to present an alternative and more 
general mathematical theory of the relativistic mechanics of a particle, ex- 
tended in a similar sense. While the original discussion of the pole-dipole 
particle of Hönland Papapetrou?) was based on a method of approximation 
suggested by the gravitational theory of general relativity it was later found 
that the equations of motion of such models could be derived from a variational 
principle, in which, however, the Lagrangian function depends on second 
derivatives of the position vector, this method making free use of undeter- 
mined multipliers. Such procedures are not only subject to techniques which 
are somewhat questionable from a purely mathematical point of view, but they 
also tend to obscure the situation when a deeper physical insight and further 
mathematical developments are being sought. 


1) H.Hönl, Feldmechanik des Elektrors und der Elementarteilchen. Ergebn. 
exak. Naturw., Bd. 26, (Springer, 1952), p. 326. 
*) H. Hönlu. A. Papapetrou, Z. Physik 112, 512 (1939); 114, 478 (1939). 
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It will be shown that one may carry out a similar programme on the § whe 
basis of a variational principle whose Lagrangian involves no derivatives ® follo 
higher than the first of the position vector. No particular physical model is 
postulated, so that a very general form of the Lagrangian may be presupposed: 
it is subjected only to one condition, namely, that the total angular momentum 

(to be defined in a special manner) be conserved in the absence of external @ whe’ 
fields. This determines the generalised momentum vector — which has, in 
general, a component normal to the direction of the velocity — to within a scalar 
function. The above-mentioned theories emerge as special cases when this 
function is chosen in various ways. The introduction of the Hamiltonian © Thu 
associated with our variational principle immediately leads to the Hamiltonian 
equations, which form the basis of the transition to the corresponding quantum- 
mechanical systems. A significant feature of the method is the fact that the 
Abraham vector, which plays a fundamental role in the classical theory of the 
radiating electron, appears with a certain inevitability, although no radiation 

hr “a ffects are considered. 

We restrict our considerations to the (flat) Minkowski world. The coor- 
dinates (x, y, z,t) of the particle are to be represented by 2‘ (i = 1, , 4), 
where we have put a* = ict. The summation convention is used throughout, 
so that the line element is given by 


ds? = c? di® — dz? — dy* — de? = — dx‘ dz“. 


mus 
is h 


for | 


‘Denoting derivatives with respect to s by dots, we put in particular ut = & = 


so t 
d.x* /ds, so that we have the identities 
+ ut it = 0, any 
(A 
where w is the velocity of the particle. In the sequel r will denote an arbitrary un 


parameter, and differentiation with respect to r will be denoted by a Es 


e.g. = daildr. 
that 


§ 2. The relativistic Lagrangian 


We denote by L, (z°, x’) the Lagrangian corresponding to a particle in | °°™ 
the absence of electromagnetic fields. It will be shown that it is necessary ingl 
to insist that L, be homogeneous of the first degree in the x’, Not be: 
only does this ensure that the action integral man 


f L, (at, dt 
taken along any path is independent of the parametrisation of that path (so # det 


that the resulting Euler-Lagrange equations are also independent of the | fact 
- choice of r), but it will also be evident that this condition is necessary for con- | 
field in the complete Lagrangian L are given in their usual form: 


is 

18 
% 
+ 
res 
= 
5 
LE 
2 
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ıtives 
del is 
osed: 
ntum 
ernal 
1S, in 
scalar 
ı this 
onian 
onian 
itum- 
it the 
of the 
jation 


coor- 
hout, 


where the A‘ denote the well-known retarded potentials. This is easily seen as 
follows. The Euler-Lagrange equations corresponding to (2.1) are simply 


Thus the equations (2.2) imply that the condition 


must hold identically. However, this is possible if, and only if, Z, (2°, «’') 
is homogeneous of the first degree in x’: i. e. if 
Dy A = AL, (x', x'*), (A + 0); 
for clearly we have 
dt \ ax’ dt 
_ [Aly _ 
dt ax’! 
so that condition (2.4) gives 


any constant of integration being absorbed in Z,. On replacing 2’* b 
(A + 0), in (2.5a) we obtain D 


from which the required relation (2.5) follows directly after integration with 
respect to A. 

A most significant advantage of a homogeneous Lagrangian is the fact 
that it avoids undetermined multipliers; this is in direct contrast to the 
methods adopted by many authors, e. g. by Hönl or Infeld®), who regard the 
condition #* &? = — las a constraint and use the multiplier method accord- 
ingly. From a purely mathematical point of view this approach appears to 
be somewhat questionable, as this condition is really one which merely deter- 
mines the parameter r, while the use of multipliers may, in general, lead to 
severe theoretical difficulties*). Furthermore, the condition of homogeneity 
removes ail ambiguity from the Lagrangian, in the sense that it allows us to 
determine whether or not a term should or should not be multiplied by the unit 
factor (— #* #*)'/s when the proper time s is used. 

In passing we remark that similar observations apply to the method asso- 
ciated with Lagrangians involving higher order derivatives. Here the Lagrangian 


3) H. Hönl, Footnote 1, p. 320 et seq; L. Infeld, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III, 5, 
491 (1957). 
4) H. Rund, Math. Nachr. 11, 61 (1954). a roe 
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sens must u of the form L, (x*, x’*, Q), homogeneous of the first first degree Banc 
in the second set of variables x a while Q is given by 


„rk\2 
(—a’* 
where it may be noted that Q"» represents the invariant first curvature of the unt 
 world-line of the particle. We shall not, however, concern ourselves with ® cifi 
- variational principles of this type. the 
Our considerations will be based on a Lagrangian function (in the absence 
of electromagnetic ee of the type 


— [ky + kg (a’%)] (— at (2.6) 
where k, and k, are = constants, while g (x’*) is a function homogeneous |) sha 
of degree zero in x’*in accordance with our requirement above. Explicit) © 
forms of g (x’*) will emerge from the exigencies of our applications of (2.6). 

We remark that when k, = 0 the function (2.6) reduces to the Lagrangian 
_commonly used in the special theory of relativity, with k, = moc (m, = rest- In 
mass). 


If we put 


or, 


we obtain a vector whose components are homogeneous of degree — lin x rh. 


so that Gt is always normal to the world-line of our particle. We shall define § is 


the first momentum vector as usual by en 

the 

= [ky + kg] (— (2.9) 

mM; 
u Obviously this vector is homogeneous of degree zero in the 2’; we may, 9 Cl 
therefore, replace the latter by the velocty vector u® = dz‘/ds, which permits # Pr 

has us to simplify (2.9) according to the identity (1.1). We then obtain co 

tel 

Pi (u) = [ky + hg (u)] ut — k, @* (u). (2.10) 


It follows, therefore, that the momentum vector possesses a component not only ® pr 
in the direction of the velocity, but also one in the direction of G‘, which is 
normal to the velocity vector. 

In the presence of an electromagnetic field the equations of motion (2.2)  W 
“now th 


| 


We remark that it is easily verified that the relation ea u' = 0 holds 
identically; for from (2.7) it follows that =“ a 


20 
2 
1 
2.7 
| A 
| a 
sil 
th 
(2.12) 
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legree® and hence, by homogeneity, we have 


At this stage nothing further can be said about the equations of motion 
of the} until we have at our disposal more information concerning the — so far unspe- 
| with ® cified — function g and its derivatives @*. For this reason we shall first discuss 
the angular momentum tensor. - 
sence 


§ 3. Orbital and Internal Angular Momentum 


(2.6) In analogy with the usual relativistic definition of angular momentum we 
neous shall define the orbital angular momentum of our system about the origin of 
<plicit coordinates by means of the skew-symmetric tensor 


(2.6). M,, = PF — ot Pi. (3.1) 


a In the absence of an external field (P* = const.) the rate of change of angular 


| momentum is given by 
ds 
(2.7) or, substituting from (2.10), by 
a2’, =" _ uk Gi), (8.2) 
(2.8) 


Thus, in general, orbital angular momentum is not conserved, unless G* 
define ® is of the form G* = x uk, a contingency which we may well discard, since 
this would simply imply that x = 0 org = const. in view of (2.8). We conclude, 
therefore, that the tensor (3.1) cannot represent the total angular momentum 
(2.9) © of the particle: in fact, we shall suppose that a skew-symmetric tensor 
mx has to be adjoined to M,, such that the sum M,, + m,, is conserved. 
may, X Clearly, the precise form of m,, cannot be determined on the basis of our 
rmits | previous analysis alone. One would be inclined to think, however, that the 
commonly used momentum p* = k, u* might give rise to the compensating 
2 10 terms. We thus introduce the following ad hoc assumption, namely, that 
(2.10) 5 the „internal“ angular momentum tensor m;, may be represented as a vector 
tonly © product in the form: 
ich is = uk — uf, (3.3) 


| (2.2) where, without loss of generality, we may assume that 2‘ is normal to w*, i. e. 
that 
ziut = 0, (3.4) 


Run since a component of z‘ in the direction of u* could not possibly contribute to 
the value (3.3) of m,,. u. 
holds We shall see that this assumption will enable us to specify the @towithin 
a scalar factor. 
From (3.2) and (3.3) we now have er 
Gi) = 0, (3.5) 


= 
ag! 
GF ut — — | ui Q, (2.13) sue 
(ae 
. 
=) 
>: 
: 
4 
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from which we deduce by multiplication with u‘ and application of (1.1), 
(2.8) and (3.4) that 
4+ k, Gt = — uk ut), (3.6) 


which, when substituted in (3.5), yields 
zak (3.7) 
_ It therefore follows that there exists a scalar function ® such that 
z= — Dy, (3.8) 


Thus, apart from the scalar function ®, the vector 2‘ is determined by our 
conditions. The same applies also to the functions G*; for from (3.4) we now 
have 
Hut = — 2 ait = a’), (3.10) 


which, when substituted together with (3.9) in (3.6), gives 
k, GE = © [ük — (a ut] + Hak. (3.11) | 


A most remarkable feature of this equation is the fact that the coefficient 
of Mis the well-known Abraham vector: 


= ük — (wi uk. (3.12) 


motion being simply of the form 2e?/%/3c. Furthermore, the condition 

_ T*= 0 characterises uniformly accelerated motion, i. e. a motion for which the 

_ time rate of change of the acceleration (3-vector), as measured in an instanta- 

neous rest-system, vanishes identically®). We shall return to these remarks in 
the next section. 

Meanwhile, we may use (3.11) to derive various expressions for the function 


g (u) . By definition (2.7) and (3.11) we have 


ii so that an 


kıg = (ü% uk) (3.15) 


u where we have disregarded constants of integration which may be absorbed 
ur in the term — (k, +%,9) in the Lagrangian. Substituting from (3.14) and 
A 5) P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Ser. A, 167, 148 (1938). 7 

6) E. L. Hill, Physic. Rev. 22, 143 (1947). 
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(3.11) in (2.10) we find that the most general expression for the momentum 
assumes the form 


Pi [%o (it at) + JS (it ait) das] ui (3.16) 


Here @ is an arbitrary scalar function. We shall see in § 5 that by suitable 
choice of ® one may arrive at the various forms of the momentum vector 
which have been used in previous descriptions of spin models. In conclusion, 
we note that the ,,internal‘‘ angular momentum tensor un now, by virtue of 
(3.3) and (3.8), be written in the form 


wos 
§ 4. The Equations of Motion 


We may now substitute (3.16) in the equations of motion (2.2); and after 
some simplification we find that these equations assume the form: 
ap' 


BWW) O42 


(4.1) 
+ ti [hy + (WW) 0] — 260 — = 


In the absence of an electromagnetic field (F;; = 0) these equations are 
satisfied by u* = 0. However, we discard this solution, since by (3.14) the term 
k, g = 0 when ü = 0, which would simply mean a return to the classical case. 
Furthermore, since «* is normal to uw‘, we deduce from (3.17) that m,, can 
vanish only if @ = 0 or ® = 0. Again, the second of these alternatives also 
implies merely a return to the classical case, so that we have to conclude 
that in general 

m;, + 0. (4.2) 

The equations (4.1) may be written in a more concise form if we introduce 
the Abraham vector (3.12) and its derivative: 

ar 

ds 

After substituting (3.12) and (4.3) in (4.1), we find on simplification : 


(u ut — ad) at. (4.3) 


= (Ww) D + (ky + hg — @)—267i— 
(4.4) 


We have observed above that the condition J‘ = 0 characterises uniformly 
accelerated motion, i. e. motion devoid of radiation damping. It is natural, 
then, to enquire whether or not we can find a suitable class of functions ® 
such that the equations of motion (4.4) would permit a solution for which I" = 
(in the absence of an electromagnetic field). From a purely physical point of 
view such a state of affairs seems improbable; and we shall now show that the 
motions characterised by the equations J* = 0 and dP#/ds = 0 are 
irreconcilable, except for a particular choice of ® under special 
initial conditions. 


rt 
~ 
. 
in = D (uF ut — uf). 
5 | 
a 
| 
f 
‘ 
“m 
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Multiplying (3.12) by «*, we deduce from (1.1) that the condition 7* = 0 § in ı 
implies 
ww=0, ww =C, (4.5) is p 

where C is a non-vanishing constant (noting that we exclude the case a/ = 0, 
while 7, being normal to w/, cannot be a null-vector). Hence the condition 
T‘ = 0 could be compatible with dPi/ds = 0 in (4.4) only if ® were to satisfy 
the differential equation int 
(4.6) | 


where we recall that k, g is completely determined by (3.14) in terms of ®. Let § a fo 
us then, for the moment, assume that ® is derived according to (4.6), in which f rega 


case the equations of motion (4.4) (with F;; = 0) reduce to it is 
ut (i? w) 201" = 0, hav 
and, if we note that by (1.1) and (3.12) we have 

= sinc 

these equations can be written linearly in J“ and its derivative: = 

= (wi — 2% (4.8) 

We 
If, for some value s = s,, the motion is such that J = 0, it follows that f „- 


dI*/ds = 0 at s = s,; and, since the p* derivative of J“, resulting from (4.8) 
by (p — 1)-fold differentiation, will be given in terms of J up to the (p — 1)% 
derivative, it follows that all derivatives of J* vanish at s = s,, so that I = 
for subsequent values of s. We conclude, therefore, that the condition I" = 
is compatible with the equations of motion only if ® is given by (4.6) and if § rep! 
lt = 0 at s = s, We remark that for the special physically significant cases $ whi 
to be treated below, equation (4.6) cannot be satisfied. | 
We shall now investigate the conditions under which an acceptable § iss 
solution of (4.1) may represent a plane circular motion in the absence 9 (#: 
of an electromagnetic field. Such solutions have previously been studied in # (3.1 
connection with spin phenomena’). If we suppose that this motion is defined # tha 
by the equations : tre: 


xl = acos (nt), 2? = asin (nt), 22 = 0, a4 = ict, 
so that the (constant) velocity of the particle is given by w? = a? n?, we may 
evaluate u‘, a‘, ü, i+ and substitute in the equations of motion (4.1). It is § (wh 


found that dPi/ds vanishes if and only if the following two conditions are § case 
satisfied : 


O(1+ = 9. 


From (4.9a) we it to deduce that = 0 (since c + 0), so that (4.9b) may be 
simplified considerably, particularly as k, g is now simply given by 4 © (a «) 


whe 
7) H. Hönl, Footnote 1, p. 305; L. Infeld, Bull. Acad. Polon. Sci., Cl. III, 5, 979 (5.2 
ky + 


(1957). j 


i 
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'= 0] in virtue of (3.14). Equation (4.9b) may be solved for ®: it is found that 
circular motion with angular frequency n and constant velocity w 
(4.5) § is possible ifand onlyif®isthe constant 


ty = 
in the absence of an external electromagnetic field. 
(4.6) In conclusion we remark that if we define the work done on a particle by 


Let | a force F during a displacement d7 as usual by the scalar product F - df, and 
vhich § regard this expression as the subsequent increase of energy of the particle, 
it is found (as for the classical case) that the energy E of the particle is of the 
form iH = c P4, apart from a constant of integration. But from (2.10) we 
have, quite generally, 

PiwW= — (ky + kg) (4.11) 


(4.7) since G* is normal to uw‘. Thus for a system in which Pl = = P3 — 0, 
this energy is given eA 


at 
(4.12) 
(4.8) 


We note that in the classical case the condition P! = P? = P® = 0 implies 
that | „= 0,80 that (4.12) reduces to the usual expression when “ape = M,C, k, = 0. 
= 0 A number of interesting special cases occur if we choose specific functional 


nd if § representations for the function ®. The cases to be mentioned here are those 
eases | which have been studied in detail in the past. 

(a) Firstly, we note that from a purely analytical point of view the work 
ible is simplified considerably if we assume that ® is a function of the variable 
ence # (wa) only. For in that case we can evaluate the integrals which appear in 
din (3.15) and (3.16), and therefore, for the rest of this section, we shall suppose 
ined | that ® is such a function. This would correspond to the general case 


treated by Hönland Bopp. Secondly, it will be seen that it is sufficient 
to assume that ® may be represented in the form 


D = a (ai ü)m, (5.1) 


It is (where a and m are constants, m + — 1) in order to obtain some of the special 
are cases referred to above. an 


When @ is given by (5.1), we have syst) 
.9a) - (w a) ds = = 5 u d(ut = 5 D (5.2) 
.9b) so that by (3.15) and (5.1) 
y be kyg = a(5” 5) 


where we may neglect any constant of integration which may have occurred in 
, 979 # (5.2), as such a constant could have been absorbed in the total expression 


q 
may 
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(b) ee a=— ‘ily m = 0, the relation (5 3) reduces to B 
g=—t(Wu), 
while ® = — k,, and (3.16) becomes oa = 
P= w)| ui ky iti, 
wi 
Equation (5.5) represents the exact form of the momentum of the u 
= -dipole model as developed by Hönl and Papapetrou®), who, ge 
however, based their analysis on a method of approximation due to Lu- 
 banski?), this method being suggested by the gravitational theory of general 
relativity. The momentum vector (5.5) can also be obtained from a variational 
principle involving a Lagrangian depending on the acceleration vector a by or 
means of undetermined multipliers’). We remark that in this system the 
 eircular motion discussed in $ 4 is well possible. B 
N (c) When a = — 4, m = — 3, the relation (5.3) reduces to Ba 4 
= 3 (w (5.7) so 
= (a? ‘ (5.8) or 
‘ AS 


This is the case treated by Weyssenhoff"). 

The physical significance of the various forms of E, as given by (5.6) and 
(5.8) has been described in detail by the authors concerned, and we need not, us 
therefore, enter into a similar discussion here. None of the cases (a), (b) or (c) sy 


; a are compatible with condition (4.6). th 
$6. The Hamiltonian Function 
t 

u = When considering the transition to quantum mechanics of the general | 


system described by our Lagrangian (2.1), we make use of the fact that there f 4, 
exists an invariant function 7, which, although it does not represent the total 
energy of the system, satisfies all the identities and canonical equations which 


7 a one normally attributes to a Hamiltonian function !?). nn 


u We define a new invariant parameter o by putting 

= L (xi, dad) = — (by + ky 9) V -dede + — < de, (6.1) 

L( ai, =) (6.2) 


8) See Footnote 2. 

a J. Lubanski, Acta Phys. Polon. 6, 356 (1937). ie. : 
1) Footnote 1, p. 322. al 

u) J.W eyssenhoff, Acta Phys. Polon. 9, 46 (1947). 

ı2) H. Rund, Differential Geometry of Finsler Spaces. (Springer, 1959), Ch. I, $5. 


| 
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By solving the equations wehrt, 
P*ri— L aL dat 
daft? | (6.3) 


for the x’ in terms of the P*‘ and substituting in (6.2), we obtain an equation 
of the form 


H (#, = 1, (6.4) 
where H is a uniquely determined function. Since we have identically 
oH 0H oL 
6.5 


we regard (6.4) as the Hamiltonian equation. Furthermore, as H is homo- 
geneous of the first degree in P**, er (6.4) may be written as 


= H psi i. 
or, by (6.5), 
(6.6) 
But by (6.1) and (6.2) we have 


so that the Hamiltonian equation is equivalent to u 
w P*i = L (at, uk), 
or, by (2.1), to BED: 


wi — 24) 


It is this form of the Hamiltonian equation which should be 
used in the transition to the corresponding quantum-mechanical 
system. Its similarity with the Dirac wave equation is striking. In fact, for 
the special case considered by Hönl, substitution from (5.4) in (6.7) 
vields precisely the equation suggested by him for this purpose®). 
For a discussion of this process — even for more general cases — we refer to 
the monograph of Hönl and the literature cited there). 

In a later publication we hope to deal with the Hamilton-Jacobi theory 
based on (6.7) as well as with an alternative process of quantisation. 


13) See Footnote 1, p. 324. 
14) See Footnote 1, p. 368 et seq.; also F. Bopp u. F. L. Bauer, Z. Naturforsch. 4a, 
611 (1949); H. Hönl u. H. Boerner, Z. Naturforsch. 5a, 353 (1950). 
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(6.1) Durban (South Africa), Department of Applied Mathematics of the Uni- | 
versity of Natal. 
(6.2) vr Bei der Redaktion eingegangen am 30. Januar 1960. Bu un 


endlicher Amplitude 
in idealen Gasen mit Reibung und Wärmeleitung 


Von Wolfgang Werner!) 748 
a 
Mit 15 Abbildungen Bert: 


Inhaltsübersicht 


Lösungen der zugehörigen Differentialgleichungen angegeben und auf ihr 
_ physikalisches Verhalten untersucht. Physikalische Realisationsmöglichkeiten 
werden aufgezeigt und die in diesem Zusammenhang auftretende Frage 

der Randwerte behandelt. Es zeigt sich, daß die Lösungen explosionsartige 


In einem besonderen Abschnitt wird eine Lösung von allgemeinerem Cha- 
_ rakter behandelt, die in gewissen räumlichen Bereichen als Näherungslösung 
fiir den Fall, daß die Wärmeleitung gering ist, betrachtet werden darf. 

Als letzter Punkt wird eine Erweiterung der Ausgangsdifferentialgleichun- 
gen für den Fall gegeben, daß die Materialkonstanten x, u und A von den Zu- 
standsgrößen abhängen. 


$1. Grundlagen 


if In diesem Abschnitt werden kurz die physikalischen Beziehungen zu- 
sammengefaBt, die die Grundlagen der Arbeit bilden. In Formulierung und 

7 Bezeichnung schlieBe ich mich dabei an die Arbeiten von K. Bechert in den 
Annalen der Physik 5. Folge, Band 39, Seite 357ff. und Band 40, Seite 207ff. 
e an. Da im folgenden ebene Störungsvorgänge in idealen Gasen unter Be- 

| ME -riicksichtigung von Reibung und Wärmeleitung betrachtet werden, gelten 


die Beziehungen: 


(Impulssatz) (1b) 


+ 5) + (pu),=u(uu,). +A T,. (Energieerhaltung). (le) 


Dabei bedeutet x die Fortpflanzungsrichtung der ebenen Störung und die 
angehängten ¢ und x, wie üblich die partiellen Differentiationen nach diesen 


G 
In dieser Arbeit werden ebene Störungen in idealen Gasen betrachtet d 
unter Berücksichtigung von Reibung und Wärmeleitung. Es werden strenge ti 
p 
Vorgänge beschreiben. 
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Größen. Zu den Beziehungen (la)— (lc) kommen noch die thermischen 
Gleichungen: 


=oCT; mit C= 2 yy (Zustandsgleichung) (2a) 
C 


+ const (nis Er 
; dac,—c,=C. (2c) 


»—1’ 

Dabei bedeutet: 

p = Druck; T = absolute Temperatur; u = Reibungskoeffizient; 4 = 
Wärmeleitungskoeffizient; o = Dichte; v = .. spezifisches Volumen; u = 
x-Komponente der Strömungsgeschwindigkeit, die als einzige # 0 ist; R = 
Gaskonstante; M = Molekulargewicht; U = innere Energie das Gases pro 
Gramm; c, und c, die spezifischen Wärmen des idealen Gases. 

Es gelingt nun, wie in den genannten Arbeiten von Bechert gezeigt wurde, 
durch Einführung einer zweckmäßigen neuen Variablen das System von par- 
tiellen Differentialgleichungen so umzuformen, daß sie für die mathematische 
Weiterbehandlung geeignet werden. 


Die genannte Variable ist die in der Gasschicht zwischen einem | Benne 
punkt x, und x enthaltene Gasmasse: 


= fede. 


Für diese Größe gelten, wie in Ann. d. Physik (5) 39, 1941 Seite 363ff. gezeigt 
wurde, die Beziehungen: 

a) am = my + meu = 0 b) m, =0 c) m = —ou. (4) 
Man kann in einer beliebigen Funktion F (x, ¢) statt x die Variable m einführen 
und erhält dann eine Funktion F (m, t). Den Zusammenhang zwischen den 
partiellen Ableitungen beider Funktionen stellen folgende Beziehungen her: 
a) F, = Fyno; F, = — Fnou + F, 
(5) 

b) F, = F, u F; 


Aus den Gln. (1a)—(1e) und (2a)—(2c) erhält man dann unter Berück- 
sichtigung von (5) (die Querstriche über den neuen Größen in Abhängigkeit 
von m und ¢ werden der Einfachheit halber fortgelassen) : 


Um = 0 
v 


Es gelingt, dieses System durch Einführung einer neuen Funktion K (m, t) 
in eine einzige partielle Differentialgleichung 5-ter Ordnung überzuführen: 


( Kn mt Kn m K Im 


{ — 

r 

“ 

| 1 

(9) 


Aalen der Physik. 7. Folge. Band 7. 1961 


Der Zusammenhang der Funktion K (m, t) mit den vorkommenden physika- 
lischen Größen ist: 
a) v= Kmm; b)u=Kmis p= (In — Kee; 


(10) 
d) CT =u Kinmt— Kmm Ku; e) x = Ky. 


. Man kann nun, um Lösungen irgendeines Problems zu erhalten, entweder 
vom System (6)— (8) oder von (9) ausgehen. 


Relativ einfach lassen sich eine Reihe von Lösungen von (9) für den Fall 
* = 1 angeben. Von diesen sei nur eine hier angemerkt, da sie, wie in § 4 
gezeigt wird, ein recht charakteristisches Verhalten zeigt: 
K (m, t) = 9, (m) -t +9, (m), g, (m) und g, (m) beliebige Funktionen von m 
C T = u Kmmt — Kmm Kut = @ (m) =ug (m) 
v = Km = (m)t + gh (m) 
u=Kme=gilm); ©=Km=gilm)t+gr(m 


u 


§ 2. Vorgänge, auf die die Wärmeleitung keinen Einfluß hat = 7 


In diesem Abschnitt werden Lésungen gesucht, fiir die das Warmeleitungs- 
glied in der Gl. (8) bzw. (10) = 0 ist, obwohl im Gas eine von 0 verschiedene 
Wärmeleitungskonstante vorhanden ist. Zu den bereits genannten Bedingungen 
_ (6) — (8) tritt also noch eine zusätzliche Bedingung. Man hat insgesamt: 


CT 
= y= 0. 


1 ns (3) und (4) 2 zur Verfügung, während (1) und (2), bei der Elimina- 
tion von u zu der weiteren Bedingungsgleichung 


CT vt 
m= —(— 


mé 
hal 
p=u (In Kmm)t Ket 9 
| 
| 
Fe, (Fit) willkürlich) (3) 
mit 
| 
| ) 
oo führen. Zur Lösung von (3) und (4) machen wir den Ansatz: a tow 
| 
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sika- Da durch diesen Ansatz (3) identisch erfüllt ist, bleiben noch die Be- 
dingungen (4) ane _ Sie liefern: 
1 t t 
(10) 
“ti (t) + (x—1) | = 0%), 
veder _ _ 1 \” | 
(8) 
Fall Die weitere elites dieses Lösungsweges zeigt, daß es auf drei Arten 


n $4 möglich ist, das Differentialgleichungssystem (7) und (8) zu lösen. Man er- 
hält die folgenden drei Lösungen (I) — (III). 


on m CT=[(am+b)A-+DB] (at +b)!”" taua, 
v = a + by) 
(11) = (a +8, t + by)-* + do (ay t + (1) 


A 
A 
x 


= ge + (am + 0). 


Dabei sind A, B, a, b, a, und b, bei der Rechnung auftretende Integrations- 
ungs- konstanten. 
edene 


ungen 
CT=Ke 
1 


p= 


1 


(4) 
mit den Integrationskonstanten a, a,, b,, A und K. 
beiden 
imina- C T a, 4 (a4 m as)" 


43 
he v = a, a, A (agm + 
5 III 
(5) CT _ 1 (III) 


la 
(6) = 
—_— 
2) Durch den Strich wird die Differentiation nach m und durch den Punkt die Dif- 
ferentiation nach t angedeutet. 


4 
IT) € 
= 
= = = = 
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mit den Integrationskonstanten A, a,, @,, a,, a, und a,. Eine a 
der Lösungen und ihre physikalische Deutung erfolgt in $ 3. 


§ 3. Untersuchung der Lösungen (I), (IH) und (III) von $ 2 


Bevor an die Untersuchung im einzelnen gegangen wird, seien zunächst 
noch einige allgemeine Tatsachen festgestellt. 

Die in den Lösungen gegebenen Größen T', v, p und u (sowie x) sind als 
Funktionen von m und t gegeben. 

m bedeutet, wie in (3) § 1 angegeben, die Gasmasse, die sich in der Gas. 


schicht zwischen der Ebene x, und der Ebene x befindet: 4 1 
= 


x 
m= [ (x,t) dex. 
Wegen 7 = 0 bewegen sich beide Grenzen der Gasschicht, die Bezugs- 
ebene x, und die Ebene x, mit der für diese Ebenen charakteristischen Strö- 
mungsgeschwindigkeit. Mit anderen Worten, es sind immer die gleichen Gas- 


teilchen, die sich in einer durch einen festen Wert von m gegebenen Gasschicht j 


befinden. In den genannten Lösungen steckt die zeitliche Bewegung dieser 
Gasschichtgrenzen in der Funktion x (m,t) und uw(m,t) drin. Da es aber 
offensichtlich nicht darauf ankommt, wo diese Bezugsebene liegt, kann man 
sie durch eine passende lineare Transformation von m so legen, daß die Lösung 
ein einfacheres mathematisches Aussehen gewinnt, ohne physikalisch gesehen 
an Allgemeinheit zu verlieren. 

In gleicher Weise ist eine Transformation von ¢, d. h. eine Verschiebung des 
Anfangspunktes der Zeitzählung von Nutzen. 

Die in $ 2 gefundenen Lösungen von (6) — (8) sind dadurch gekennzeichnet, 
daß bei ihnen die Wärmeleitung in der Energiebilanz(8) keine Rolle spielt. 
Für die Lösungen dieses Abschnitts gilt nämlich 


(1) 


Da in (8) dieser Faktor differenziert nach m auftritt, entfällt er. Das 
bedeutet jedoch nicht, daß bei diesen Lösungen die Wärmeleitung vernach- 
lässigt wurde. Vielmehr ergibt sich für die in der Zeiteinheit durch 1 cm? 
Querschnittsfläche transportierte Wärmemenge Q: j 


Wegen (1) erlangt zugleich die in $ 2 als reine Rechengröße eingeführte Funk- 
tion F(t) eine physikalische Bedeutung: 


Q=- A,F (t). (3) 


Sie ist bis auf einen Faktor gleich der Wärmeströmung Q. Aus (3) ist er- 
sichtlich, daß bei den zu betrachtenden Lösungen die Wärmeströmung Q 
unabhängig von der Gasschicht m ist und deshalb auch nicht von x abhängt. 
Sie ist also im gesamten zu betrachtenden Gasraum überall gleich groß und 
ändert sich nur mit der Zeit t. Die Divergenz der Wärmeströmung ist nach 
(3) und (2) = 0, d. h. in einen cm? strömt die gleiche Wärmemenge ein, die 
auch ausströmt. 
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Zunächst sei die Lösung (I) betrachtet. Durch einfache lineare Transforma- 
tionen der Variablen m und ¢ erhält sie die Gestalt: 


CT=[aAm-+ B](a,t)!-*+aua,, 
aAm+B 


(a, + ua, (ay 


A 
A 

ag (x — 1)(2 — x) 
Q Ay A (a, 
Für das Weitere seien a und a, positiv vorausgesetzt. Die Lösung beschreibt 
physikalisch realisierbare Zustände in dem Bereich, in dem C T und v positiv 
sind. Das letztere ist für £ > 0 der Fall. Daraus ergibt sich, daß der durch (I) 
beschriebene Vorgang in t = 0 seinen Ausgang nimmt. Die andere Bedingung 

ist unter dieser Annahme sicher erfüllt, wenn zusätzlich noch gilt: 


B 


Für Gasschichten, die (10) genügen, gilt für alle t+ >0:CT >aua,. 
(Die Temperatur ist also im betrachteten Gasraum überall größer als die posi- 
tive Größe a u a,.) 

Die Beziehungen (4)— (9) stellen einen explosionsartigen Vorgang dar. 
Im Zeitpunkt ¢ = 0 sind sämtliche Gasschichten mit endlichem m in der 
Ebene x = 0 vereinigt (siehe (8) fiir ¢ = 0 und x >1). Dichte und Druck sind 
dort nach (5) und (6) unendlich groß, auch die Temperatur hat dort den 
Wert oo (vgl. (4)). Die Geschwindigkeit u, mit der die Gasteilchen nach (7) 
nach rechts streben, ist ebenfalls unendlich groß im Augenblick der Explosion. 
Auch die Wärmeströmung Q zeigt für t = 0 singuläres Verhalten. Bei der ein- 
tretenden Explosion werden die Gasteilchen nach rechts geschleudert, wobei 
die Teilchen, die größerem m entsprechen, voraneilen. Der Unterschied der 
Geschwindigkeiten u, und wu, mit denen sich die beiden Gasschichtgrenzen m, 
und m, (mit m, > m,) bewegen, läßt sich leicht aus (7) angeben: 


x = 


(a, t)?-* +-agtam, 


Ug — Uy = 4 Ay (My — M). (11) 


Wegen dieser Geschwindigkeitsdifferenz entfernen sich die beiden Schicht- 
grenzen immer mehr voneinander. Ihr Abstand zur Zeit t errechnet sich aus 
(8) zu: 

Ly — X = aa, (My — M) t. (12) 


Die daraus ersichtliche Verdünnung (proportional f) ist, wie man auch aus (5) 
entnehmen kann, unabhängig von m (und damit von x) und nur von ¢ abhangig. 
Da nach (4) für m, > m, auch 7, > 7, gilt, befinden sich zu einem beliebigen 
Zeitpunkt t die wärmeren Gasschichten immer rechts von den kälteren. Es 
tritt also ein Temperaturanstieg von links nach rechts auf, der linear in x ist. 
Man erhält für die Temperaturdifferenz der beiden Schichten aus (4) und (12): 


C (T, — T,) = a A (m, — m,) (a, t)!-* = A (x, — 24) (a, t)-*. 
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Aus diesem linearen Temperaturverlauf ergibt sich ein standiger vom Orte 
unabhangiger Warmestrom nach links (vgl. (9) und (13)). Das Temperatur. 


gefälle = strebt mit wachsendem ¢ wegen (12) gegen 0. Deshalb nimmt auch 


der nach links gerichtete Warmestrom ab und strebt für t > oo ebenfalls, 
unabhängig von m (bzw. x), gegen 0. 

Die Temperatur selbst ist keine mit der Strömung wandernde Größe. 
Für jede Gasschicht strebt sie gegen den Grenzwert a u a,. Die genannte Ver. 
dünnung ist also mit einer zunehmenden Abkühlung verknüpft, bis im ge. 
samten Gasraum die gleichmäßige Temperatur a u a, erreicht ist. 

Verfolgt man die Bewegung einer bestimmten, durch m gekennzeichneten 
Gasschichtgrenze (siehe (7) und (8)), so stellt man fest, daß die anfänglich & 
große nach rechts gerichtete Geschwindigkeit mit der Zeit abnimmt und für 
t—> co gegen den Grenzwert u,, = aa, m strebt. 

Je nach dem Vorzeichen von m können demnach zwei Bewegungstypen 
auftreten: 

1. m sei positiv. 

Die Geschwindigkeit dieser Schichten, die für = 0 den Wert + oo hatte, 
nimmt ab und strebt gegen den positiven Grenzwert w,,, d. h. diese Gasschichten 
führen eine stets nach rechts gerichtete Bewegung aus, die nach genügend 
langer Zeit praktisch mit der linear von der Gasschichtmasse m abhängigen 
Geschwindigkeit w,, erfolgt. 

2. Ist dagegen m negativ, so muß die Geschwindigkeit der betreffenden 
Gasschicht, wenn sie sich von + co her kommend dem negativen Grenzwert 
aa, m nähert, zu einem gewissen von m abhängigen Zeitpunkt einmal 
den Wert 0 annehmen, bevor sie das Vorzeichen wechselt. Aus (7) ergibt sich 


dieser Zeitpunkt zu: 
1 


1 A 
a2 (— m) (x ; (14 
Wegen “> list tm größer für Schichten, deren m in der Nähe von m = | 
liegt, als für solche, deren m einen größeren negativen Wert hat. 

Alle Gasschichten mit m < 0 erreichen demnach zu der Zeit 4” einen 
Umkehrpunkt x» (der natürlich ebenfalls wieder von m abhängt), um dan 
ihre Bewegungsrichtung umzukehren und nach — oo abzuwandern, wobei ihr 
Geschwindigkeit gegen u, strebt. Der Umkehrpunkt für die Gasschicht- 
grenze m (< 0) ergibt sich aus (8) und (14) zu: 

ay A ax\2-* 
(15 

Wie auch anschaulich klar ist, erreicht von zwei Gasschichten m, und 
m, > m, die zu m, gehörige ihren Umkehrpunkt eher als die andere; er liegt 
deshalb weiter links als der andere. Beide Bewegungstypen werden getrennt 
durch den Fall, daß m = 0. Diese Gasschichtgrenze, die die Rolle der Bezugs 
schicht bildet, hat keinen Umkehrpunkt. Sie strebt mit gegen 0 hin abnehmen- 
der Geschwindigkeit nach -+oo. 

Eine bestimmte Gasschichtgrenze spielt bei dem Vorgang eine besonder 


Rolle. Es ist die durch (10) eingeführte Gasschichtgrenze m = — 
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Wie aus (4) ersichtlich, ist es die einzige Gasschicht, die während des ganzen 
Vorgangs den konstanten Wert der Temperatur aya, beibehält, dem die 
anderen Gasschichten erst für ¢ > oo zustreben. 

Denkt man sich an der Stelle, in der sich zur Zeit ¢ diese Gasschicht be- 
findet, eine bewegliche Wand angebracht, die durch ein Wärmereservoir 
(im Sinne der Thermodynamik) auf der konstanten Temperatur a u a, gehalten 
wird, so stört diese den Vorgang nicht, wenn sie so bewegt wird, wie es der 
Gasschicht nach (7) und (8) zukommt. Die Bewegung dieser Wand gehört 


zum Bewegungstyp 2. Die entsprechenden Daten lassen sich für m = — = 


aA 

sogleich aus (7), (8), (14) und (15) berechnen. 
Experimentell ließe sich der Vorgang, der durch (I) beschrieben wird, 
verwirklichen, indem man nuh eine zweite bewegliche Wand an die Stelle 


einer anderen Gasschicht m, (> = =) bringt, und diese zweite Wand nach 


(7) bzw. (8) bewegt (m = m,) und zugleich dafür sorgt, daß die Temperatur 
dieser zweiten Wand mit ¢!-* gegen den Endwert aya, strebt (vgl. (4)). 
Gleich, ob die Bewegung der zweiten Wand zum Bewegungstyp 1 oder 2 ge- 


hört, so bewegt sie sich relativ zur Wand 1 nach (11) bzw. (12) (mit My = Mg 


und m, = — =) mit konstanter Geschwindigkeit, d. h. der Abstand beider 


Wände wächst proportional ¢ an 

Wiirde man nach dieser Vorschrift den Versuch durchfiihren, so kénnte 
man im Gasraum die genannte Temperatur-, Druck-, Dichte- und Geschwin- 
digkeitsverteilung herstellen. Die experimentellen Schwierigkeiten lagen einzig 
und allein darin, wie man den geforderten Temperaturgang der Wand 2 ein- 
halten kann, während die Bewegung beider Wände leicht durch einen Mechanis- 
mus zu verwirklichen wäre. Beide Wände wären zum Zeitpunkt ¢ = 0 unend- 
lich benachbart und würden durch das nach (12) zu bewerkstelligende Aus- 
einanderziehen die Expansion der Gasmassen bewirken. 

Es zeigt sich hier, wie auch bei den übrigen Lösungen (II) und (IIT), daß es 
zweckmäßig ist, statt wie bei den linearen Wellengleichungen mit festen 
Wänden als Randbedingungen zu arbeiten, bewegliche Wände zu nehmen. 
Wenn die Bewegung der beiden den Gasraum begrenzenden Wände bekannt 
ist und zugleich die zeitliche Änderung ihrer Temperatur, sind alle weiteren 
Größen im Gasraum bestimmt. 

Es sei nun die Diskussion der Lösung (II) angeschlossen. Durch eine triviale © 
lineare Transformation von t erhält man aus (II) die vereinfachte Gestalt: 
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Hieraus läßt sich leicht die Darstellung der Lösung in x und ¢ gewinnen, die er. 


sich hier als nützlich erweist. Mit (20) erhält man = 

u=-—. (23) 
t wie 8 
inzu kommt noch die Wärmeströmung. Man erhält sie aus (2): Pep 
sicn & 
Z 
Für die Diskussion empfiehlt sich, teils das System (16) — (20), teils die} maBe 
Formulierungen (21) — (23) zu benutzen. V 


Die Konstanten a, a, und K seien für das folgende positiv vorausgesetzt. } werd 

Im physikalisch realisierbaren Bereich muß C T > 0 und v > 0 gelten. | Zeity 
Dies ist nach (16), (17) für ¢ > 0 erfüllt, während m beliebig sein kann, dagegen | t wie 
entnimmt man aus (21) die Bedingung x > 0. In diesem Bereich ist die Lösung } recht 
(II) physikalisch sinnvoll. trans 

Für ¢ = 0 liegt ein singulärer Zustand vor. Man sieht aus (20), daß sich alle T 
Gasschichten mit endlichem m in der Ebene x = 0 befinden. Dichte, Druck Tem 
und Temperatur haben den Wert oo (vgl. (16) — (18)). Dagegen ist die Größe perat 
der Strömungsgeschwindigkeit in diesem Zeitpunkt (der den Beginn des § herrs 
Vorganges vorstellt), unbestimmt. Aus (19) ist zu ersehen, daß sich jede Gas- § niedı 
schicht mit einer zeitlich konstanten Geschwindigkeit nach rechts bewegt, | Vera 
die nur von der Gasschicht selbst, d. h. von m abhängt. Wen 

Da dem größeren m die größere Geschwindigkeit zugeordnet ist, entfernen f bliet 
sich zwei Gasschichten m, und m, mit der Zeit immer mehr voneinander § reali 


(linear mit ?): I 
Zu Im ) eine 

—e* (5)# dive 

wie sich aus (20) ergibt. Ein mit der Strömung bewegter Beobachter würde $ Zt! 
eine mit ¢ proportionale Verdünnung beobachten können (vgl. auch (17)), Gas! 
dagegen wird ein im Raum ruhender Beobachter eine nicht von der Zeit ab- dies 


hängige Dichteverteilung messen, trotzdem offensichtlich dauernd Gas nach Wit 
« rechts strömt (vgl. mit (22))! Dieser scheinbare Widerspruch erklärt sich etwi 
sofort, wenn man die Divergenz der Gasströmung für eine bestimmte Stelle | dur 


x aus (22) und (23) berechnet. Sie ist, wie man leicht nachprüft, — 0, d.h: f dies 
genauso viel Gas strömt rechts aus einem cm? heraus, wie links nachgeliefert die 
wird. info 

Die nachströmenden Gasmengen stammen aus der Ebene x = 0, in der zu 
allen Zeiten Druck und Dichte den Wert oo haben. Da für m keine einschrän- (the 
kende Bedingung zu erfüllen ist, gilt nach (21) immer 7 = 0 für x = 0! say 
Aus der gleichen Beziehung ist zu entnehmen, daß im Gasraum x > 0 zu jeder Wa 
Zeit t>0 ein linearer Anstieg der Temperatur vorliegt (CT = F (t) x). _ 
Der daraus resultierende Temperaturgradient ist unabhängig von x und strebt (16 
mit wachsendem ¢ gegen 0. Der Temperaturgradient verursacht einen nach bei 
links gerichteten Wärmestrom, der unabhängig von m (bzw. x) ist und für Tea 


Fe} 


| 
IE 
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- co gegen 0 strebt (vgl. (24)). Gleichzeitig damit erfolgt eine Abkühlung 
im Gasraum, die nach (21) von links nach rechts sich ausbreitet und im Grenz- 
wert für 6 — oo den Wert 7 = 0 zur Folge hat. Da die nachströmenden Gas- 
massen immer kleiner werdendem m entsprechen, wird ihre Geschwindigkeit 
nach (19) immer kleiner. Faßt man eine feste Stelle x ins Auge, so erkennt 
man, daß die Strömungsgeschwindigkeit der diese Stelle passierenden Gas- 
mengen nach (23) mit t-! gegen 0 strebt. Das Geschwindigkeitsgefälle zwischen 
zwei festen Punkten x, und x, (mit x, > x,) strebt ebenfalls gegen 0 für t > oo, 
wie sich aus (23) ergibt. 

Die Größe der nach rechts gerichteten Gasströmung J = ou ergibt 
sich aus (22) und (23) als unabhängig von der Stelle x überall im Gasraum 
gleich und strebt ebenfalls mit wachsendem t gegen 0 (wie ¢~*). 

Zusammenfassend läßt sich der durch (II) gegebene Vorgang kurz folgender- 
maßen beschreiben. 

Von einer festen, in x = 0 angebrachten Ebene strömt mit immer kleiner 
werdender Geschwindigkeit Gas nach rechts. Die Gasströmung ist für jeden 
Zeitpunkt im gesamten Gasraum x > 0 gleich groß und strebt mit wachsendem 
t wie t—! gegen 0. Diese Gasströmung erzeugt eine stationäre Dichteverteilung 
rechts von der Ebene x = 0. Gekoppelt mit diesem ortsunabhängigen Gas- 
transport nach rechts ist ein Wärmetransport von rechts nach links. 

Diese Wärmeströmung ist hervorgerufen durch einen von x unabhängigen 
Temperaturgradienten und strebt mit wachsendem ¢ nach 0. Da der Tem- 
peraturgradient ebenfalls gegen 0 geht, heißt das, da in x = 0 dauernd T = 0 
herrscht, daß die Temperatur im Gasraum von links her fortschreitend immer 
niedriger wird und gleichfalls gegen den Endwert T = 0 strebt. Bei all diesen 
Veränderungen ändert sich die Dichteverteilung im Gasraum in keiner Weise. 
Wenn die physikalischen Eigenschaften bis zu 7’ = 0 angenähert erhalten 
blieben, könnte man die Lösung (II) folgendermaßen durch einen Versuch 
realisieren. 

Rechts von einer festen Wand befindet sich dicht an die Wand gepreßt 
eine Gasmenge (theoretisch von der Masse oo, da das Integral über die Dichte 
divergiert). Diese Gasmasse ist nach (II) durch einen einmaligen Akt zum 


Zeitpunkt ¢ = 0 explosionsartig entstanden, denn nach (19) und (20) tritt die 
Gasmasse zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus der Ebene x = 0 heraus, während nach 
diesem Zeitpunkt in x = 0 nach (23) keine Gasströmung mehr vorhanden ist. 
Würde man experimentell die genannte feste Wand nicht in x = 0, sondern 
etwas weiter rechts davon anordnen, so würde ein fortwährender Gasstrom 
durch diese Wand nach rechts stattfinden, während zugleich nach links durch 
diese gleiche Wand ein Wärmestrom fließt. Man könnte sich diese Wand durch 
die Grenzfläche eines kondensierten Gases verwirklicht denken, aus der 
infolge der aufgenommenen Wärme Gas verdampft. Gegenüber der Ebene 
x = 0, wäre in unmitelbarer Nähe dieser Wand bzw. Grenzfläche des Gases 
(theoretisch ebenfalls in x = 0) eine bewegliche Wand anzubringen, die auf 
eine sehr hohe Temperatur gebracht wäre (theoretisch = co). Diese zweite 
Wand müßte mit einer konstanten Geschwindigkeit (vgl. (19) für ein festes m) 
nach rechts bewegt werden, wobei zugleich die Temperatur der Wand nach 
(16) sich ändern müßte (für das gleiche feste m). In dem Raum zwischen den 
beiden Ebenen würden sich dann die erörterten Verteilungen von Druck. 
Temperatur, Gasströmung, Wärmeströmung und Dichte einstellen. 
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Auch hier zeigt sich wieder, daß es zweckmäßig ist, als Begrenzungen des F 
Gasraums bewegliche Wände einzuführen, wie in diesem Falle die Wand 2. stror 
Wollte man stattdessen eine feste Begrenzung an der Stelle x,, wählen, so 
wäre nach (16) — (23) an dieser Stelle sowohl der zeitliche Verlauf der Tem- 
peratur wie der Strömungsgeschwindigkeit vorzugeben (vgl. (21) und (23)), 
was experimentell und auch mathematisch schwieriger zu behandeln ist. An I 
der festen Stelle x = 0 ist dagegen die Temperatur konstant vorgegeben, ges 
wahrend die Strémungsgeschwindigkeit in ihrer zeitlichen Abhangigkeit u 
vorzugeben wäre. 
Als letztes sei noch die Diskussion der Lösung (III) gegeben: Bei dieser Tem 
Lösung erweist es sich als zweckmäßig, sie in einem räumlichen Koordinaten- Abh 
system zu betrachten, das gegenüber dem in (III) § 2 benutzten x-System sche 
eine beschleunigte Bewegung ausführt. nach der Transformationsformel: 
at. (26) p. v 
Wenn man außerdem den Bezugspunkt der m-Werte noch geeignet ver- 
schiebt, erhält man in diesem beschleunigten Koordinatensystem (statt 7 
wird wieder x geschrieben) die Lösung (III) in der einfachen Gestalt: Pp 


CT =a, A (a,m)™, (27) 


a, 
v=a,a,A(agm)* , (28) 
p =m, 

“w= a,A m)% (31) 


Aus (31) läßt sich sofort die Lösung (III) in der Abhängigkeit von x und t 
ermitteln. Man erhält: 


Wie aus (30) ersichtlich, beschreibt die Lösung (III) eine im beschleunigt 
bewegten Koordinatensystem (26) ruhende Gasmasse. 7’, v und p hängen nur 
von m ab. Da sich aber die Gasschichten nicht bewegen, sind diese Größen, 
wie auch (32) — (34) zeigt, nicht von der Zeit abhängig, sondern lediglich von x. 


Die physikalischen Bedingungen, denen die Lösung (III) genügen muß, 
CT > 0 und v > 0, sind erfüllt für m > 0 bzw. x > 0. In diesem Bereich, Di 
der rechts von der Wand x = 0 anzutreffen ist, ruhen die Gasmassen. ; (A 
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Eine weitere, den Vorgang (III) charakterisierende Größe, ist die Wärme- 
un Sie ist hier konstant und hat den Wert: 


Da die Integrationskonstanten fiir das Weitere positiv vorausgesetzt 
seien, stellt (37) einen nach links gerichteten räumlich und zeitlich konstanten 
Wärmestrom dar, der seine Ursache in dem nach rechts ansteigenden linearen 
Temperaturverlauf (32) hat. In der Ebene x = 0 herrscht nach (32) immer die 
Temperatur 7 = 0. Die übrigen Zustandsgrößen p, v, o hängen in ihrer x- 
Abhängigkeit noch von den Konstanten a, ab. Es sind mehrere Fälle zu unter- 
scheiden: 


1. Es sei: 1 


p. v und o zeigen dann das in den Abb. 1—3 dargestellte Verhalten. 


Abb. 2 
.1—3. Fallı: 
a, 


ee . Abb. 5. 


Abb. 4-6. 2: 


3. Es sei: 1< 2. 


Die zeigt dann — Verlauf der p,v 
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Abb. 1 Abb. 3 

ai Die Größen p, v und o zeigen dann folgendes Verhalten (Abb. 4-6): 7 7 

"7 = 

(33) 

(34) 
. <a X x x > 
(35) 
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Abb. 8 
Hiptes: Abb. 7—9. Fall 3: 1< a <2 


1 
> 


Es sei: #>2. 
1 


Abb. 9 


Der qualitative Verlauf der Größen p, v und o zeigt folgendes Verhalten (Abb. 
10—12): 


Abb. 10 3 
Abb. 10—12. Fall 4: 2 


ye In allen 4 Fällen ist die Abhängigkeit der Temperatur von x die gleiche 
(im wesentlichen), nämlich: 


Abb. 13. Temperaturverlauf 

Da die Lösung (III) einen stationären Zustand darstellt, kann man einen 
bestimmten x-Bereich durch zwei feste, in x, bzw. x, angebrachte Wände, 
abgrenzen. In diesem Bereich ist eine bestimmte Gasmenge eingeschlossen, 
die durch zwei den Stellen x, und x, zugehörige Gasschichtgrenzen m, und m, 
abgegrenzt ist. Damit der Vorgang nicht gestört wird, muß man jede dieser 
Wände mit einem Wärmereservoir in Verbindung bringen, das sie auf der kon- 
stanten Temperatur 7 bzw. 7, hält. Es strömt dann fortwährend vom 
wärmeren Reservoir, das sich rechts von dem kälteren befindet (vgl. (32)), 
die konstante Wärmemenge Q nach links zum kälteren Reservoir. Der lineare 
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Temperaturanstieg im Gas hat dann eine Druck- und Dichteverteilung zur 
Folge, wie sie im vorstehenden geschildert wurde. 

Der Versuch, der der Lösung (III) entspricht, wäre also der normale 
Wärmeleitungsversuch in einer durch zwei verschieden temperierte Wände 
eingeschlossenen Gasmenge. 

Die Lösung (III) beschreibt dann den stationären Zustand, der sich in 
dieser Gasmenge infolge der Wärmeleitung und der inneren Reibung einstellt. 

Die experimentelle Durchführung des genannten Versuchs bietet weiter 


Gasraum bringt, kann man dann die Abhängigkeit des Druckes von x und 
durch eingebrachte Thermometer den räumlichen Verlauf der Temperatur 
messen. Durch die speziellen Versuchsbedingungen (z. B. die Randbedin- 
gungen für 7’, die Gesamtmasse m, — m} der eingeschlossenen Gasmenge usw.) 
bestimmt sich der Wert der in (III) auftretenden Integrationskonstanten. 

Die Lösung (III) bietet das Beispiel einer ruhenden Gasmenge, die sich 
trotz Temperaturgradient infolge von Reibung und Wärmeleitung in einem 
Gleichgewichtszustand befindet. Zugleich gibt sie ein Beispiel dafür, daß es 
auch möglich ist, spezielle Lösungen des Differentialgleichungssystems (6) bis 
(8) zu finden, bei denen an zwei Stellen (x, und x,) ein konstanter Wert der 
Temperatur vorgeschrieben werden kann. 

Im allgemeinen ist dies nicht möglich, denn in der Regel muß man als 
Begrenzungsflächen für die zu betrachtenden Gasräume bewegliche Wände 
einführen, die mit der betreffenden Strömungsgeschwindigkeit wandern und 
außerdem einen bestimmten zeitlichen Verlauf der Temperatur haben müssen. 


$ 4. Die Lösung 11, § 1 


Es soll hier in einer kurzen Zusammenfassung auf die besonderen Eigen- 
schaften der Lösung (11) von $1 eingegangen werden, die sich dadurch 
auszeichnet, daß zwei willkürliche Funktionen g, (m) auftreten (i = 1, 2). Sie 
war unter der Voraussetzung hergeleitet worden, daß der Wärmeleitungs- 
koeffizient A = 0 ist. Es zeigt sich, daß durch diese Lösung ein Vorgang be- 
schrieben wird, der sich rechts von einer festen Wand abspielt, die sich auf 
einer festen Temperatur 7,, befindet. Wie aus der Form der Lösung er- 
sichtlich, sind die Strömungsgeschwindigkeit und die Temperatur Größen, 
die mit der Strömung wandern, d.h. eine bestimmte Gasschicht behält 
während des ganzen Vorgangs ihre Strömungsgeschwindigkeit und Tem- 
peratur unverändert bei. 

Das gesamte Gas bewegt sich von der Wand weg nach rechts, so daß der 
Gasraum durch eine mit wachsendem ¢ gegen 0 gehende Dichte gekennzeichnet 
ist. 

Die Lösung, die eine exakte Lösung der Differentialgleichungen (6)—(8) 
für den Spezialfall A = 0 darstellt, läßt sich in gewissen Bereichen der Varia- 
blen m und £ (bzw. x und ¢) als Näherungslösung für den Fall A = 0 betrachten. 

Dies ist möglich, wenn das Wärmeleitungsglied in (8) gegenüber den 
anderen vorkommenden Gliedern vernachlässigbar wird. 

Man gewinnt aus (11) für diesen Fall die Bedingung: 


L (m, t)| < e mit L(m, t) (m)? [si (m) 091 (m) ame (37) 


DE 


= 
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wobei e eine dimensionslose kleine Zahl ist (etwa 1%,). Die Grenzen des Nä- 
herungsbereichs, die durch |Z (m, t)| = e gegeben sind, stellen implizit eine 
Funktion m (t) dar, d. h. im allgemeinen ändern sich zeitlich die Gasschicht- 
grenzen, die die Grenzen des Näherungsbereichs darstellen. 

Dies sei an Beispielen erläutert. 

Es sei (I) 9, (m) = kg, (m), wobei g,(m) = Am’ (A >0 und 1 >1). Die 
physikalischen Bedingungen CT >0 und v >0 sind für m > 0 undt >0 
sicher erfüllt. 

In diesem Fall zeigt sich (wie immer für g, (m) = k g, (m)), daß es immer 
dieselbe Gasschichtgrenze m, ist, die den Näherungsbereich gegen den Bereich 
abgrenzt, in dem (11) nicht mehr als Näherung angesehen werden kann. 

Der Näherungsbereich ist nach (37) und (I) gegeben durch: 

ae 


m>m, mit m= | 


Da sich die Gasschichten von der Wand nach rechts bewegen (diejenigen 
mit größerem m zuerst und dann die, die kleinerem m entsprechen), gerät jeder 


Punkt x im Gasraum x > 0 von 


a einem gewissen Zeitpunkt an in 


A (11) keine AU itthsp den Bereich, in dem (11) nicht 


Näherungslösung Z Näherungslösung mehr als Näherungslösung be- 

Wond Y trachtet werden kann, vgl. Abb. 14: 
xw Der Zeitpunkt, zu dem zin den 

Bereich gerät, in dem (11) keine 


ZY Näherungslösung mehr ist, errech- 
E > net sich aus (11) und (I) zu 
Abb. 14. Fall I: 1>1 (39) 
Am 


Es läßt sich demnach für (I) 
kein räumlicher Bereich angeben, 
in dem (11) immer, oder wenig- 
stens von einem gewissen Zeit- 
punkt an als Näherungslösung 
angesehen werden darf. 

Daß jedoch auch der physi- 
kalisch interessante Fall eintreten 
Abb. 15. Fall II: ! negativ gebrochen kann, wo es immer einen solchen 


ee Bereich gibt, zeigt das folgende 


Beispiel. 


u Es sei: (II) g,(m) = kg, (m) mit g,(m) = — Am! (A >0 und / negativ 


gebrochen). 

Setzt man dies in (11) ein, so erkennt man, daß auch diese Lösung einen 
Vorgang beschreibt, der sich an einer festen Wand abspielt (in x = 0 für m = oo). 
Das Gas befindet sich links von dieser Wand und ist in einer nach links gerich- 
teten Bewegung begriffen. Aus (37) und (II) ergibt sich für die Gasschicht m,, 
die den Näherungsbereich |L(m, t)| << e abgrenzt: 
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Der Näherungsbereich ist dann, wie man leicht nachprüft, gegeben durch die 
Forderung m >m,, wenn 0>1>-—1, bzw. durch 0< m< mg, wenn 
i<—Ll 

Faßt man den ersten Fall ins Auge, so zeigt er das gewünschte zeitliche 
Verhalten des Näherungsbereichs. Hier sind es nämlich die wandnahen Gas- 
schichten, die den Näherungsbereich ausmachen. Da sich alle Gasschichten 
mit einer für m konstanten Geschwindigkeit nach links bewegen (siehe Skizze), 
gerät nach einer gewissen Zeit jeder Punkt x im Gasraum 2 < 0 in den Nä- 
herungsbereich. 

Für die Zeit t, von der an Punkt x in den Näherungsbereich gelangt, erhält 
man aus (11) 

x 


t a k. (41) 

Das Beispiel (II) ist also nach einer gewissen Zeit für jeden endlichen Gas- 
bereich Näherungslösung, d. h. man darf (11) als Näherungslösung für 2 + 0 
auffassen. 

Läßt man die für g, (m) einschränkende Bedingung 9,(m) = k g, (m) 
fallen, so ist für diese Fälle der Näherungsbereich nicht mehr immer durch die 
gleiche Gasschichtgrenze m, begrenzt, sondern es ist für jeden Zeitpunkt eine 
andere Gasschicht (m, = m, (t)), welche die Grenze bildet. Es können auch 
hier Fälle auftreten, in denen der Näherungsbereich größer oder kleiner 
wird oder auch räumlich konstant bleibt. 


Die Differentialgleichungen (6)— (8), $1, waren aus den Beziehungen 
(la)— (2c), $1 hergeleitet worden unter der Voraussetzung, daß die Ma- 
terialkonstanten u, x und A räumlich und zeitlich konstant seien. Dies ist aber, 
wenn man größere Temperaturintervalle ins Auge faßt, keinesfalls mehr 
richtig. 

Für die folgenden Betrachtungen können x, u und A beliebige Funktionen 
der Zustandsgrößen sein. Damit ändern sich zugleich die Ausgangsgleichungen 
(la)— (le), $1. Sie heißen in diesem Falle: 


§ 5. Verallgemeinerungen der Differentialgleichungen (6) — (8) 


it +ou, = 0, (la) 

d 


Führt man die Umrechnung auf die Variable m aus, wobei man von den 
Beziehungen (5), $1 Gebrauch zu machen hat, so erhält man statt der Be- 
ziehungen (6) — (8), § 1 die neuen Beziehungen: 
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Für U gilt: 
U = c| 1 const, (5) 
bei der Zustandsgleichug (2a), $ 1 ist x nur von 7 abhängig. Die Gln. (2)—(5) 
stellen die Verallgemeinerungen der Differentialgleichungen (6)—(8), § 1 fiir 
den Fall dar, daß x, « und /. wie es tatsächlich der Fall ist, noch von den 
Zustandsgrößen abhängen. 

Es ist interessant, daß trotz der schwerwiegenden Verallgemeinerung die 
Struktur der Differentialgleichungen im wesentlichen unverändert blieb, was 
zu der Vermutung Anlaß gibt, daß man auf ganz ähnlichem Wege, wie bei den 
Differentialgleichungen (6) — (8), $1 auch hier zu Lösungen gelangen kann, 
die in noch weiterem Umfange Vorgänge in Gasräumen beschreiben, als die 
erwähnten Lösungen. 


Mainz, Institut für Theoretische Physik der Universität. 


Bei der Redaktion eingegangen am 6. Februar 1960. 
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e Über den Einflüß der Magnetfeldmodulation 
ii auf die Kernpolarisation beim Overhauser-Effekt 


Von K.-H. Rädler 


Inhaltsübersicht 


Es wird gezeigt, daß die Berechnung der Kernpolarisation beim Over- 
hauser-Effekt ohne und mit Berücksichtigung einer Magnetfeldmodulation 
zu beträchtlich unterschiedlichen Ergebnissen führt, die nur dann näherungs- 
weise übereinstimmen, wenn die Linienbreite der Elektronenresonanz die 
Modulationsamplitude wesentlich übertrifft. Es wird gleichzeitig die Theorie 
eines einfachen Versuches dargelegt, der diesen Sachverhalt teilweise zum 


Einführung 


Gegenstand der folgenden Betrachtung ist eine Probe unit Substanz, 
an der der gewöhnliche oder der ‚umgekehrte‘ Overhauser-Effekt beob- 
achtet werden kann, und die sich in einem Magnetfeld befindet. Der Erwar- 
tungswert der in Feldrichtung liegenden Komponente eines Kernspins der 
interessierenden Kernsorte wird Kernpolarisation J genannt. In entsprechender 
Weise wird für diejenigen Elektronen, die dank ihres magnetischen Eigen- 
momentes zum Paramagnetismus der Probe beitragen, eine Elektronenpolari- 
sation S eingeführt. Bei zeitlich konstantem Feld genügen diese Größen der 


Beziehung 


I, und Sp sind ‘de die Werte von / und S im thermodynamischen Gleichge- 
wicht, für die fast immer |Z,|<|S,| und durchweg 8, < 0 gilt. 7, ist die 
longitudinale Kernrelaxationszeit, die die gesamte Kernspin-Gitter- Wechsel- 
wirkung beschreibt. f gibt den relativen Anteil der durch Elektronen ver- 
mittelten Prozesse an der Gesamtzahl der für Kernspin-Gitter-Wechsel- 
wirkung verantwortlichen Prozesse an und muß deshalb der Ungleichung 
0< f< 1 genügen. o hängt von der Art der Kern-Elektron-Kopplung ab; unter 
der Voraussetzung heftiger gegenseitiger Bewegung der Teilchen gilt in Nicht- 
metallen bei skalarer Kopplung o = —1, bei Dipol-Dipol-Kopplung oe = +4, 
und in Metallen hat man o = —y.J,/y; So, wo y; und y, die gyromagnetischen 
Verhältnisse für Kerne und Elektronen bedeuten. Die zunächst für zeitlich 


1) A.Abragam, J.Combrisson, I. Solomon, C. R. hebd. Seance Acad. Sci. 


245, 157—160 (1957). 
2) K.-H. Radler, Diplomarbeit Leipzig 1959. as FE 
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konstantes Feld aufgeschriebene Gl. (1) behält auch beim Hinzutreten einer 
Feldmodulation noch näherungsweise Gültigkeit, solange die Modulations- 
amplitude größenordnungsmäßig unter dem Betrag des konstanten Feld- 

anteils bleibt. Letzteres wird im folgenden vorausgesetzt. 

Zeitmittel der Kernpolarisation 

= a8 Die bei ständiger gleichmäßiger Anregung der Elektronenresonanz auf. 
tretenden stationären Verhältnisse sind leicht zu überblicken. Wenn sich eine 
bestimmte Elektronenpolarisation S eingestellt hat, muß die Kernpolarisation 


I=I,—fe (S—S)) (2) 


betragen. Verwendet man jedoch, wie es iiblich ist, Feldmodulation, so hat 
man nur eine periodische Anregung der Elektronenresonanz und kann höchstens 
quasistationäre Verhältnisse beobachten. Es gilt dann die umfassendere 
I,—fo(S—S, 

Letztere erhält man aus (1), wenn man dort beiderseits über eine Periode 
zeitlich integriert und durch die Periodendauer teilt. Es bleibe das zur An- 
regung der Elektronenresonanz dienende magnetische Hochfrequenzfeld in 
Amplitude und Frequenz ungeändert. Der ohne Feldmodulation im Resonanz- 
falle erscheinende Betrag der Kernpolarisation stellt dann bei vorhandener 
Feldmodulation einen Höchstbetrag für das Zeitmittel der Kernpolarisation 
dar (ebenso für die Kernpolarisation an sich, was aber hier nicht betrachtet 
werden soll). Im allgemeinen hat man beträchtliche Abweichungen von diesem 
Höchstwert. Nur in dem Maße, in dem die Linienbreite für die Elektronen- 
resonanz die Modulationsamplitude wesentlich übertrifft, kommt man ihm nahe 

Der Betrag H des Magnetfeldes setze sich aus dem Betrag H, des kon- 
stanten Feldes und dem Betrag H, cos w t des Modulationsfeldes zusammen, 
und die Anregung der Elektronenresonanz geschehe mit einer solchen Fre- 
quenz, daß das Resonanzmaximum bei H = H, + H, (|H,!<H,) auf- 
tritt. Unter der Voraussetzung eines für die Beobachtung unverzerrter 
Elektronensignale hinreichend langsamen Resonanzdurchgangs findet man 
durch eine einfache Substitution 


Ho+Hm 


t 
= 


wobei die Größe S — 8, im nasi als Funktion von H aufgefaBt werden 
soll. Es läßt sich leicht zeigen, daß S — S, der vom Elektronensystem absor- 
bierten Leistung proportional ist. Dies legt nahe, die ER von 

durch die Lorentz-Funktion 

8 

== 01+ 

darren Man bekommt dann 

AH/H, 


(S — Ss) => (Smax So) V1 — (H,/ H,,)* 
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Dabei ist e eine ziemlich komplizierte Funktion von AH/H,„ und H,/H„. 
Wenn man AH/H,, als klein betrachtet, was von hier an getan werden soll, 


(S — zweite und höhere Po- 
tenzen von 4H/H,, gegenüber 1 
vernachlässigt, ergibt sich e = 0 
für H,/H,», = 0 und monotones 
Ansteigen von e mit wachsen- q~ 
dem |H,/H,,|, aber immer noch | | | 
e< 0,07 bei|H,/H,,| =1—AH/,,H 
und ¢ < 0,23 bei |4,/H„| = t 
1—AH/2H,,. Im folgenden wird Abb. 1. Das Magnetfeld H und die Elektronen- 
der Einfachheit halber durchweg absorptionssignale v als Zeitfunktionen. D und 
2 d sollen keine Zeiten, sondern in beliebigen 
e=0 gesetzt. Das Feldstärke- Finheiten gemessene Längen im Diagramm 
verhältnis | H,/Hm| kann durch bedeuten. Für H, < 0 vertausche man D und d, 
Ausmessen eines Längenverhält- so daß immer D>d gilt 
nisses im Elektronensignal-Zeit- 
Diagramm (etwa auf dem Oszillographenschirm) bestimmt werden. Aus 
Abb. 1 läßt sich nämlich 


ablesen. 


Die Beziehungen (3), (6) und (7) fiihren schlieBlich auf £ ie ay Ai 
AH/H | 


Pf: > — 8 = ‘ 8 


Von Interesse ist die Abweichung des Zeitmittels der MONI 
von ihrem Gleichgewichtswert. Unter sonst gleichen Umständen kann sie 
sowohl dadurch betragsmäßig wachsen, daß das Verhältnis von Linienbreite 
der Elektronenresonanz zur Modulationsamplitude vergrößert wird, alsauch 
dadurch, daß die Elektronensignale auf der Zeitskala paarweise enger zusam- 
mengerückt werden, natürlich auf Kosten des Zwischenraumes zwischen den 
Paaren. Beides läuft auf eine im zeitlichen Mittel kräftigere Anregung der 
Elektronenresonanz hinaus. Die letztere Möglichkeit ist am einfachsten durch 
eine geringe Änderung des konstanten Feldanteiles zu verwirklichen. 


Zeitlicher Verlauf der Kernpolarisation 


Zur Vereinfachung der Rechnung werden die bisher genannten Voraus- 
setzungen ein einem Punkte abgeändert. Die H-Abhängigkeit von S — 
wird nicht als Lorentz-Funktion (5), sondern als Kastenfunktion 


für H,+H,-}4H <H<H,+4H,+34H 
(9) 


sonst 


angesetzt, und als einschränkende Bedingung dafür wird |H,, — H,| > 34H 
hinzugefiigt. Fiir den zeitlichen Verlauf von S — S, ergibt sich dann ebenfalls 
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eine Kastenfunktion, wie sie in Abb. 2 gezeichnet ist. Dabei gilt s Fur! " 
AH/H 
Ot = (1+ .e’). (10) ın 
sın (x pia) 
is 
e' stellt wie e eine Funktion von AH/H„ und H,/H, dar und zeigt im 
Rahmen der angegebenen Voraussetzungen auch ein ganz ähnliches Verhalten 
wie €. 
Die Gl. (1) hat für zeitlich konstantes S die Lösung ro 


I — I, = (I — = 0 exp {— t/T,} — fo (Smax — So) (1 — exp {-t/T,). (11) Rec 
Daraus kann man auf den zeitlichen Verlauf der Kernpolarisation schließen. § W™ 
Das Ergebnis für den Fall quasistationärer Verhältnisse ist in Abb. 2 wieder- 

gegeben. Verfolgt man dort die Kernpolarisation über eine Modulations- 
periode hin, so gewinnt man beispielsweise die Beziehung kus 


(Ic — I) exp {— 2 T,} 
¥g — f 0 (Smax — So) (1 — exp {—1/7}}) (1 + exp {— 22d/(D + d) w T}}) 


-exp —ad|(D + d) — wt/2]/w Ty} = — 


Bei Hinzunahme von 
— =—° fo (Smax — 


was aus (3) folgt, entsteht nach einer kleinen Umformung 


° = 


Sin (m/o T,) 


Der daraus zu ermittelnde Wert J, kann als Ausgangspunkt für quanti- 
tative Angaben über den Verlauf der Kernpolarisation dienen. 
Ähnliche Gleichungen wie (14) können beispielsweise auch für J, und I, 


aufgeschrieben werden, und aus diesen läßt sich dann J als gewogenes Mittel 
von I, und J, berechnen. Die 


24) 
er a Gewichtsfaktoren sind dabei im 
a allgemeinen Funktionen von 
< | | NI | | wT, und d/D. Besonders über- 

= | | | ichtlich alten sich die V 
sichtlich gestalten sich die Ver- 


Simax 1 haltnisse fiir solch kleine Werte 
| ih k | von a/wT,, daß zweite und 
höhere Potenzen davon gegen- 
über 1 zu vernachlässigen sind. 


Die Exponentialkurven der Abb.? 
gehen dann in Geraden über, es 


| 


lo* + t 
ergibt sich J, = J, und aus dem 
y Abb. 2. Das Magnetfeld H und die Polari- gewogenen Mittel von J, und I, 
4 sationen S und / als Zeitfunktionen. Für D wird ein ewöhnliches arith- 
und d gilt das bei Abb. 1 Gesagte. I. soll netisch 
immer in der Mitte des D-Intervalles gemessen !Metisches Mittel. Da unter gleich- 
werden bleibenden Beobachtungsbedin- 
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gungen die Kernsignale stets der Kernpolarisation proportional sind, liefert 
(og in diesem Falle das Mittel aus den J, und J, entsprechenden Kernsignalen 


bis auf einen konstanten Faktor den Mittelwert 7 der Kernpolarisation. Dies 
- ist fir die experimentelle Nachpriifung der Beziehung (8) wesentlich. 

im 
ılten 


Von den Herren cand. phys. G. LaBmann und cand. phys. L. Zülicke 
sind bereits Messungen an Lösungen von Natrium in Ammoniak bei Magnet- -. 
feldern von etwa 800 G durchgefiihrt worden, deren Ergebnisse mit obigen 4 
(11) § Rechnungen in Einklang stehen und über die demnächst hst berichtet werden 
wird. 


Ben. 
der- 
ions- Die hier dargelegten Gedanken haben ihren Ursprung zum Teil in Dis- d 


kussionen mit Herrn Prof. Dr. A. Lösche und mit den Herren cand. phys. y 
G. LaBmann und cand. phys. L. Zülicke. Es ist mir die angenehme Pflicht, 3 
an dieser Stelle für die empfangenen Anregungen zu danken. 


(12) Leipzig, Physikalisches Institut der Universitat. 
Bei der Redaktion m am 16, Februar 1960. ER Lan 
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ER Ein Geschwindigkeitsselektor 
fiir subthermische Neutronen 
und seine Anwendung bei der Messung der totalen 
Wirkungsquerschnitte von Kadmium, Samarium, 
Europium und Gadolinium 


Von P. Héhne 


Inhaltsübersicht 


Es wird ein mechanischer Geschwindigkeitsselektor für Neutronen mit 
Energien zwischen 0,15 und 3 - 10-3 eV beschrieben und die für den Betrieb 
wichtigen Daten wie Transmissionsfunktion (Halbwertsbreite 0,3 4, Trans- 
mission 57%) und Neutronenspektrum bestimmt. Die totalen Wirkungsquer- 
schnitte der vier Elemente mit Resonanzen bei kleinen Energien (Cd, Sm, Eu, 
3d) wurden gemessen und mit den theoretischen Werten aus bekannten 
Resonanzparametern verglichen. Bei Gd und Cd wurden die Parameter etwas 
variiert, um Übereinstimmung mit allen bekannten Meßpunkten zu erzielen. 
(Gd: Ey = 0,033 eV; = 0,120 eV; 9) = 44000 barn | 

= 


Cd: E, = 0,176 eV; I’ = 0,112 eV; o, = 8000 barn). 


Bei Sm wurde der Beitrag einer negativen Resonanz abgeschätzt (o = 48 barn 


(E/eV)-*/:), bei Eu wurden die Parameter neu bestimmt zu: E, = — (0,063 + 
0,014) eV: T 10 eV: g = (0,09 + 0,04) 10-3 eV. 


1. Einleitung 


Die in Forschungsreaktoren zur Verfügung stehenden intensiven Neutronen- 
flüsse ermöglichen es, mit den im thermischen Spektrum nur zu einem kleinen 
Anteil vorhandenen subthermischen oder „kalten“ Neutronen zu experi- 
mentieren. ,,Kalt‘‘ nennt man Neutronen, deren de Broglie-Wellenlänge 
größer ist als der doppelte größte Netzebenenabstand in den üblichen Kri- 
stallgittern, d.h. A>2d»5Ä. Für Neutronen dieser Wellenlängen ver- ‘ 
schwindet die in vielen Fällen bei größeren Energien überwiegende kohärente 
elastische Streuung, während die inkohärente Streuung unabhängig von der 
Wellenlänge wird und die praktisch allein temperaturabhängige unelastische 
Streuung sowie die Absorption mit wachsender Wellenlänge zunehmen!). x 
Dieses unterschiedliche Verhalten der Einzel-Wirkungsquerschnitte PR (196 


J. M. „Progress in Nuclear Physics“ I, London 1950. 
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eine Trennung der einzelnen Anteile und deshalb kann man mit reinen Trans- 
missionsmessungen bestimmen: 


a) sehr kleine Absorptionsquerschnitte, wie die von Beryllium?), Kohlen- 
stoff*), Wismut) und Neon (bei uns geplant); 

b) Fehlstellenkonzentrationen aus der Zunahme des inkohärenten elasti- 
schen Streuquerschnitts, wie bei bestrahltem Graphit) und Aluminiumoxyd®); 

c) inelastische Streuquerschnitte zahlreicher Festkörper?) und Quer- 
schnitte von gebundenen Protonen (z. Z. von Heinloth in München durch- 
geführt); 

d) große Absorptionsquerschnitte von Substanzen, die zur Eichung dienen, 
wie Gold und Bor®)?) oder die bei subthermischen bzw. thermischen Energien 
eine Resonanz haben, wie Europium, Samarium, Gadolinium und Kadmium, 
die im vorliegenden Fall gemessen wurden. 

Die Monochromatisierung kann mit Kristallspektrometern extrem großer 
Gitterkonstante (künstlicher Glimmer mit 2d = 19,9 A1P), mit Laufzeit- 
spektrometern (slow chopper; Übersicht bei Vladimirsky!!) und mit me- 
chanischen Selektoren erfolgen. 

Da für große Wellenlängen der Neutronenfluß pro Wellenlängenintervall 
sehr stark abnimmt (d®/dA ~ 4-5) und die Wirkungsquerschnitte meist 
monotone, langsam veränderliche Funktionen der Wellenlänge sind, soll der 
Monochromator hohe Transmission bei geringem Auflösungsvermögen be- 
sitzen. Diese Bedingung erfüllt der mechanische Geschwindigkeitsselektor, 
der sich deshalb für Arbeiten mit extrem langsamen Neutronen am besten 
bewährt. 


2. Das Prinzip des Monochromators 


In einen Zylinder aus einer für alle Neutronen ‚schwarzen‘ Substanz sind 
schraubenförmige Schlitze eingefrist (Abb. 1). Während der Zylinder 
rotiert, können aus einem achsenparallel einfallenden Neutronenstrahl nur die 
Neutronen durchtreten, die die Zylinderlänge J: in derselben Zeit durchlaufen, 
in der sich der Schlitz um den Winkel ®, dreht. Aus» = L/t und ® = w-t 
folgt nach Elimination von f: 


y=o- L/D, (1) 


Selektoren dieser Art gehen im Prinzip auf das erste Modell von Dunning 
und Mitarb.!*) zurück, das einfach aus zwei Kadmiumscheiben mit je einem 
Schlitz bestand, die im Abstand Z um den Winkel ®, versetzt auf einer Achse 


2) H. Palevsky and R. R. Smith, Physic. Rev. 86, 604 (1952). 

3) G. W. Johnson, H. Palevsky and D. J. Hughes, Physic. Rev. 82, 345 (1951). 
4) D. J. Hughes and H. Palev sky, Physic. Rev. 92, 1026 (1953). gta 
5) J. J. Antal, R. J. Weiss u. G. J. Dienes, Physic. Rev. 99, 1081 (1955). a 
*) J. J. Antal u. A. Goland, Physic. Rev. 112, 103 (1958). Eat 


7) D. J. Hughes, ,,Pile Neutron Research“ Cambridge 1953. oa 
8) R.S. Carter, H. Palevsky, V.W.Myersand D. J. Hughes, Physic. Rev. 92, 
716 (1953). 
®) P. A. Egelstaff, J. Nucl. Energy I, 5, 41 (1957). 
2 10) A.N. Goland, J. H. Sondericke and J. J. Antal, Rev. sci. Instrum. 80, 269 
(1959). 
u) V.V.Vladimirsky, A. A. Panov, I.A. Radkevich, V. Sokolovsky, J. 
Nucl. Energy II, 7, 169 (1958). 
2) J.R . Dunning, Pegram, Fink and Mitchell, Physic. Rev. 48, 704 (1935). 
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befestigt waren. Die verbesserte Form mit mehreren schraubenförmigen 
Schlitzen wurde zunächst zur Filterung höherer Ordnungen in Kristall. 
spektrometern’) verwendet. Als selbständiger Monochromator bei Trans. 
missionsmessungen mit sehr großen Wellenlängen wurde er zuerst von Som. 
mers, Dash und Goldstein in Los Alamos benützt 3). 


eutranen Permits 

Abb.1. Schematische Darstellung des Ge- | rn? 

Schlitzen 

3. Die technischen Daten BUN 

Der vorliegende Selektor wurde von Herrn Dr. Misenta konstruiert. 

Seine Abmessungen sind: 


Rotorlänge L = 50 cm Öffnungswinkel y = 2,88° 
Durchmesser D = 30 cm Versetzungswinkel®, = 11,50° 
mittl. Rad. Ry = 13,5 cm Öffnungshöhe H = 3 cm 

Zahl der Schlitze N = 80 

Drehzahl: kontinuierlich regelbar zwischen 400 und 2800 U/min. 


Der Zylinder ist zusammengesetzt aus 100 Plexiglasscheiben mit 0,5 cm 
Dicke. Im Plexiglas sind 2 Gewichtsprozent Kadmiumoxyd homogen ver- 
teilt. Die mittlere freie Weglänge beträgt deshalb für Neutronen mit 5 A nur 
0,06 cm. Die 80 radialen Schlitze wurden in die einzelnen Scheiben mit Finger- 
fräsern eingefräst. 

Der Rotor läuft in einem Gehäuse aus Aluminium-GuB, das in die 34 x 34cm 
große Öffnung in der Abschirmung des Reaktors eingeschoben wird (Abb. 2). 
Damit erreicht man eine gute Abschirmung der im Rotor gestreuten schnellen 
Neutronen. 

Als Strahlrohre dienen zwei parallele Alumiumrohre mit 2,6 em lichter 


Öffnung und 2,4m Länge. Die Erweiterungsstellen F sind vorgesehen für den | 


Einbau von Beryllium-Filtern, die zur Herabsetzung der unelastischen Streu- 
ung langsamer Neutronen mit flüssiger Luft gekühlt werden müssen. Vorerst 
wurden allerdings Wismutfilter verwendet, die zwar einen schlechteren Wir- 
kungsgrad haben als Berylliumfilter, dafür aber den Vorteil, daß sie nicht 
gekühlt werden müssen (die Transmission des 35-cm-Bi-Filters für Neutronen 


18) H.S. Sommers, J.G. Dash and'L. Goldstein, Physic. Rev. 97, 855 (1955). 
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mit 20 A steigt beim Kühlen mit flüssiger Luft nur von 47%, auf 60%. Bei 
einem für die Schwächung epithermischer Neutronen äquivalenten 13 cm- 
Be-Filter steigt die Transmission von 8%, auf 70%), den Untergrund an y- 
Strahlung herabsetzen und nicht so teuer sind. In der Erweiterung kann 
außerdem bei ie der primären Neutronenverteilung ein Monitor 
eingebaut werden. 


Probenhalter 


Zähler 


Reaktor— Kern 
IN 


Al 


| 


Reaktor - Abschirmung Er 
Baryt-- Beton 


Abb. 2. Schematische Skizze des Versuchsaufbaues. F = Erweiterung für Einbau ge- 
kühlter Filter. Derzeit mit Beton und Blei gefüllt. Bi = Wismutfilter zur Unterdrückung 
des Untergrundes an schnellen Neutronen und y-Strahlen 


4. Die Bestimmung der physikalischen Daten 


Für die Auswertung von Messungen, bei denen die Energieabhängigkeit 
des Wirkungsquerschnitts nicht mit der einer Eichsubstanz übereinstimmt, 
muß man das Spektrum S(A) der durchgelassenen Neutronen kennen. Es 
wurde berechnet aus der theoretischen Transmissionsfunktion r(A) und dem 
Spektrum f,(A) der einfallenden Neutronen. 


41. Die theoretische Transmission 


Die Transmission von parallel zur Rotorachse einfallenden Neutronen mit 
der „richtigen“ Geschwindigkeit vy = L w/®, (1) ist bestimmt durch das Ver- 
haltnis 
NRy_ Öffnungsstrecke der N Schlitze 
2Ra Umfang 


Weicht die Geschwindigkeit der Neutronen von » ab, so bewegen sie sich 
nicht mehr parallel zur Schlitzwand, sondern durch Voreilen bzw. Nach- 
bleiben gegenüber der Schlitzdrehung auf die linke bzw. rechte Begrenzungs- 
wand zu. Durch diese Abweichung wird die Öffnungsstrecke und damit die 
Transmission verkleinert. Aus (1) folgt mit A = h/m v 


A = (h[m w L) - 


Für konstante Drehzahl gilt 
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Für Neutronen der Wellenlänge A = A, + |öA| beträgt demnach die Trans. 
mission 
t(A) = N(Ry— R |6®))/(2 R) = 1, (1 — 


Wegen ö® = 64/K = (A —4,)/K kann man auch schreiben oe al 


(Abb. 3a). 
Treten die Neutronen nicht parallel zur Rotorachse ein, sondern unter 
einem kleinen Winkel x (— a) < « < + a»), so wird die Transmission 


Ohne großen Fehler kann man R = R, setzen und erhält 
T(A, x) = [1 — + La/( Ry 2.) — 1|] für [ ] >0. 
09: Die Transmissionsfunktion r(}) ge 
winnt man durch Mittelung über a, 
© ag; wobei man bei geniigend kleiner Diver. 
ron genz gleiche Wahrscheinlichkeit für alle 
S 06- Winkel annehmen kann, so daß r(}) = 
2 +% +a 
05: f t(A, x) da f dx. Zur Abkirzung sei 
" aad | y/®, = A (bei uns 0,25) und L a,/(R,®,) = 
3S 03; B (0,086) gesetzt. Die elementare, etwas 
© 0 2 umständliche Rechnung“) gibt für den 
| Fall, daß B< 1/, ein Auflösungsvermögen 
BE; | if | “ der in Abb. 3b gezeigten Form, das mit der 
Dreiecksverteilung fiir parallel einfallende 
7 A Neutronen übereinstimmt bis auf parabel- 
06 07 aig Wallenlange förmige Abrundungen in den Bereichen 
0 
Abb. 3. Theoretische Transmissions- 
funktion des Selektors a) für parallel -A-B= Alk, -12-4+B 
einfallende Neutronen (%= 0); und : 
b) für divergente Neutronen (|&| < a» 


42. Die Divergenz der einfallenden Neutronen 


Die maximal mögliche Divergenz «, läßt sich aus der Geometrie der Ver- 
suchsanordnung leicht bestimmen. Um aber zu priifen, ob durch Dejustierung 
der Strahlrohre oder starke Totalreflektion!)!*) Abweichungen auftreten, 
wurde die Divergenz für verschiedene Drehzahlen gemessen und zu dem 
theoretischen Verlauf /(s) aufgetragen (Abb. 4). Die Verteilung /(s) gewinnt 


. a 4) J. G. Dash and H. S. Sommers, jr., Rev. sci. Instrum 24, 91 (1953). 


3) E. Fermi and L. Marshall, Physic. Rev. 71, 666 (1947). 
3 16) D. J. Hughes, ,,Neutron Optics“ 1955. 
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man, indem man zunächst die Intensität /(x) für einen Punkt im Abstand x 
von der Strahlrohrachse bestimmt. Sie ist proportional dem Teil der Quell- 
fläche Q, der von der Projektion P der Blende überdeckt ist (Abb. 5). (Über- 
deckung zweier Kreise mit Radien R, bzw. R, (t + 1)/t im Abstand z //t.) 
T(x) = gF(a) = g [RQ + RE (1 + Ut)? — x Ut sin 
wobei ¥,,(%) = are cos [{ RG + (x 1/t)® — RZ (1 + 1/t)?}/(2 Rg al/t)] 
bzw. (2) = are cos [{R%( 1 + 1/t)? + (x l/t)? — R3}/(2 R, (1 + al/t)}. 
Durch Integration über den Querschnitt des Zählrohrs — unter der Voraus- 
setzung gleicher Nachweiswahrscheinlichkeit über den ganzen Zählrohr- 
querschnitt, die für Neutroneneinstrahlung in kleine BF,-Zählrohre (R,= 
9cm) annähernd erfüllt ist!”) — erhält man 
8+Rz 
I(s) = const f F(x) + x are cos [(x? + ®— R 2)/(2 x s)] dz. (4) 
s-Rz 
Die Meßergebnisse zeigen, daß auch bei kleinen Drehzahlen erst für große Aus- 
lenkungen des Zählrohrs merkliche Abweichungen vom thoretischen Verlauf 
auftreten. Den Anteil der Totalreflektion kann man deshalb bei der Berech- 
nung der Divergenz vernachlässigen und für x, den Wert a, = (Rg + Rg)/ 
(+1) = 4,6 10-3 = 15,8’ einsetzen. Die sich daraus ergebende Transmissions- 
funktion wurde in Abb. 3b gezeigt. Die 
Kurve läßt sich sehr gut durch eine Normal- 
verteilung der gleichen Halbwertsbreite 
ausdrücken: 


ou*2800/min 
| ©u=2000/mın 
3 ®u=800/min 


3 a7} 1 = (9) 

06} 0.83 exp [—In 2 (1 — A/A,)?/(0.147)?]. 


Zahlrohr -Auslenkung s-cm 
Abb. 4. Divergenz des Neutronen- Abb. 5. Skizze zur Berechnung der Intensitäts- 
strahles für dreiverschiedene Wellen- verteilung des Neutronenstrahls senkrecht zur 
längen. Die ausgezogene Kurve gibt Strahlachse 
den Verlaufnach Gl.(4) 
< 


48. Das Neutronenspektrum 


Um das Spektrum, (A) der einfallenden Neutronen zu le wurde die 
Zählrate in Abhängigkeit von der Drehzahl Z(U) bzw. nominellen Wellen- 
länge Z(A,) (1’) gemessen. Die Ergebnisse für die Versuchsanordnung der 
Abb. 2 mit t 35 em Wismut im Strahlengang zeigt Abb. 6a. 


=i = 4437 


ge- 
r 4, 
iver- 
alle 
a) = 
| 
twas 
den 
ögen 
t der | 
ende$ =~ x 
abel- 03+ © 
| 
02} Q | 
(+t = 
is 
17) A. Milojevié, M. Kurepa u. S. Rbnika, Genfer Konf. 1958 14, 325. 
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e Die gesuchte Neutronenverteilung f(A) erhält man durch Auflösen der 
Integralgleichung 

1,842 

4 4 0,86 Ay 

aap fe oF Da man die gemessene Kurve über größere Bereiche durch die Form 
Z (Ay) = a - Ap” darstellen kann, ist fiir diese Bereiche der Ansatz f9(A) = b - A" 
= méglich, denn es 8 dann 


Für REN m = n-+- 1 ist das Integral konstant, weil das relative Auf- 
lösungsvermögen des Selektors konstant ist. Der Exponent n wird aus den 
bestimmt und dann f,(A) mit Hilfe von 


u" bestimmt. bea = diese Weise gewonnene Verteilung kann man ah Gl. (6) 
mit den Meßwerten vergleichen und notfalls korrigieren. Das Ergebnis zeigt 
= die strichpunktierte Kurve B in Abb. 6. 
Nach den Angaben im Cross-Section Atlas18) steigt der totale Wirkungs- 
querschnitt von Wismut an der Bragg-Grenze bei 6,6 A (2300 U/Min.) un- 
stetig von 0,96 barn auf 7,5 barn. Demzufolge sollte {5 (A) an dieser Stelle um 


mittlere Wellenlange Ao-4° mittlere Welienlange Ao-4” 
30 2 5 10 6 30 20 8 10 6 


78 
fold) 


Now & S S 


/ /min A° 
3 
2 
1k 
>} 5 
; 3 
2 / é 
f 700 
00 500 600 800 1000 1600 2000 2800 500 700 1000 1600 2000 2800 
Selektor-Drehzahl U/min Selektor - Drehzahl U/min 
Abb. 6. Neutronenspektrum hinter Abb. 7. Neutronenspektrum ohne 
einem 35-cm-Bi-Filter. A. Zählrate Bi-Filter. A. Gemessene Zählraten. 
für verschiedene Selektordreh- B. Primäre u 
zahlen. B. Mit Hilfe der Transmis- C. Maxwellspektrum nach Be- 
sionsfunktion Gl.(5) daraus be- rücksichtigung von Nachweiswahr- 
rechnete primäre Neutronenver- scheinlichkeit und Luftstreuung 
teilung 


18) D. J. Hughes and R. B. Schwartz, ,,Neutron Cross Sections‘, New York, BNL 
325 (1958). 
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den Faktor exp [Nd (7.5—0.96)] ~ 600 abnehmen, die Zählraten stark ab- 
sinken. Dieser Widerspruch zu unseren Messungen beruht auf der Verschieden- 
heit der verwendeten Proben. Offenbar wurde dort sehr feinkristallines Wismut 
verwendet, während bei uns das Wismut wie üblich grob kristallisierte. Deshalb 
wurde bei uns infolge primärer Extinktion!?) der Wirkungsquerschnitt für 
Wellenlängen unterhalb der Bragg-Grenze verkleinert und damit die Stufe 
abgerundet. Um den Verlauf des Wismutquerschnitts abschätzen zu können, 
wurde in entsprechender Weise Z(U) und fy(A) ohne Wismutfilter bestimmt 
(Abb. 7). 

Bis zur Bragg-Grenze stimmt der so gewonnene Bi-Wirkungsquerschnitt 
gut mit den Werten im Atlas überein. Oberhalb der Bragg-Grenze ist der 
Anstieg vergleichbar mit dem des Nachbarelementes Blei. 

Multipliziert man fo(A) mit der Nachweiswahrscheinlichkeit des Zählrohrs 
(S. 61 oben) und mit einem Korrekturfaktor für die Schwächung des Strahles 
in 5m Luft und 6mm Aluminium, so erhält man das subthermische Neu- 
tronenspektrum des Reaktors. Das Ergebnis, das wegen der vielen, zum Teil 
unsicheren Korrekturen nur als grobe Abschätzung gelten kann, zeigt die 
gestrichelte Kurve 7C. Für kleine Wellenlängen fällt sie ab wie A, für 
größere etwa wie 4-55, 

Berechnungen der Geschwindigkeitsverteilung moderierter Neutronen ?°) 
ergeben eine Maxwellverteilung für eine etwa 50° über der Moderator- 
temperatur liegende mittlere Neutronentemperatur. Messungen im subthermi- 
schen Gebiet am schwedischen Schwerwasser-Reaktor R 1 haben das bestatigt?*) 


dD/dA ~ exp (A,/A)® mit A, = 1,66, A). 
Die bei uns gefundenen Abweichungen bei kleinen Wellenlängen (Exponent 
4,9 statt 5 bzw. 5,07) kann man als Meßfehler ansehen. Der steilere Abfall bei 
Wellenlängen über 20 A scheint dagegen reell zu sein, denn auch Transmissions- 


messungen an Goldfolien sprechen für diese Abweichung vom theoretischen 
Verhalten. 


Die Intensität des Spektrums läßt sich aus den Meßw erten deed Minerm am 


Reaktorkern ??) bestimmen. Es gilt 


= 

Er Minerm = My J (E/k T) exp ( _ Elk /k T) 

= 2M, f (Atherm/A)? exp — (Atherm/A)? Atherm” dA. 
0 


Setzt man die Gültigkeit des quadratischen Abstandsgesetzes voraus, so wird 
M' (A) M, Atherm/A® F stranı/(4 2). 


Mit M, = 1013 n/cm? sec (im Reflektormaximum = Strahlrohrbeginn) 
Atherm = 1,8 A. (Die oben erwähnte höhere Neutronentemperatur wurde bei 


1) G. E. Bacon, ,,Neuton Diffraction‘“, Oxford 1955. 

2) K, Wirtzu.K. H. Beckurts, „Elementare Neutronenphysik“, Berlin-Göttingen- 
Heidelberg 1958. 

21) K.E.Larsson,R.StedmanandH.Palevsky, I. Nucl. Enerie 6, 222 (1958). 


22) H. Hohmann, R. Misenta, M. Pollermann, a u. H. Walther, 


Nukleonik I, 4, 149 (1958). 
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der Berechnung von M, aus den Aktivierungsmessungen nicht berücksichtigt.) 
F tran. = 5,3 em? und 1 = 5m erhält man z. B. für 2 = 10 A 


M' (10) = 2,2 105n/cm? Min, 


was größenordnungsmäßig mit unseren Meßergebnissen übereinstimmt. 


44. Die Eichung des Selektors 


Durch den steilen Abfall der primären Neutronenverteilung 09 (A) (Abb. 6b) 
wird der Schwerpunkt der durchgelassenen Neutronen 9 (A)T(A/A,) zu kürzeren 
Wellenlängen verschoben (Abb. 8). Die effektive Wellenlänge A ee für Trans- 
missionsmessungen weicht deshalb von der nominellen Wellenlänge A, ab. 
Sie kann mit Eichpräparaten, deren Wirkungsquerschnitt genau bekannt ist, 
gemessen werden. In unserem Fall wurden dazu Goldfolien mit insgesamt 
314 u Dicke verwendet. 


iy 070809 7 11 12 13 500 800 1200 16002000 2800 
relative Wellenlange -A/ Ne Selektor -Drehzahl U/min 


Abb. 8. Sekundire Neutronen- Abb. 9. Selektor-Eichkurve. o aus 
verteilung fiir verschiedene Dreh- Transmissionsmessungen mit Goldfolien 
zahlen bzw. nominelle Wellen- von 314 u Dicke; x berechnet aus der 
längen. 8 (do) = T (A/Ao) 06 (A/Ag) sekundären Neutronenverteilung der 
A. 44 =6A;B. =8A; = b. 8 


15 A; D. A, = 30 A ; 


Die MeBwerte (Abb. 9) stimmen im Rahmen der MeBgenauigkeit (durch- 
schnittlich 1% statistischer Fehler) mit den durch Kreuze gekennzeichneten, 
berechneten Werten überein. (Die Berechnung von 

1,344, 


Tete (Ag) = exp (— (Ad) fo (A) AA/f T(A/A)) FolA)dA 
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tigt.) Aus Tepe = exp (— (Acer) - d) erhält man 


(Acer) = const = In (1/ Ten). 


Das Abweichen bei großen Wellenlängen läßt, wie erwahnt, darauf schließen, 
daß die Intensität für Wellenlängen über 25 A steiler abfällt. Genaue Messun- 
gen sind wegen der geringen Intensitäten und des Untergrundes an schnellen 
Neutronen in diesem Gebiet nicht mehr möglich. 


. 6b) Der Einfluß der Probendicke (Flußhärtung durch stärkere Absorption der 
’eren® langsameren Neutronen in den vorderen Schichten) ist gering. Bei einer no- 
ans-® minellen Wellenlänge von 8 A nimmt z. B. die effektive Wellenlänge beim 
‚ ab.@ Übergang von 1/e~ auf 1/e?~Transmission um 1,5% ab. 
b ist, 
samt 
5. Die Anwendung des Monochromators 
Nachdem der Monochromator betriebsbereit und seine physikalischen 
Eigenschaften überprüft worden waren, wurde als erste Anwendung der 
Wirkungsquerschnitt von Europium, Gadolinium, Samarium und Kadmium 
für Energien zwischen 0,15 und 3 - 103 eV gemessen. 
Die genannten Elemente weisen im subthermischen, bzw. thermischen 
Gebiet Resonanzen auf, die den Isotopen g,Eu®!, Gd37, „Sm!4 und 
zugeschrieben werden!®). Die Bedeutung dieser Kerne für die Reaktorphysik 
beruht auf der durch die Resonanzen verursachten Größe und Energieab- 
hängigkeit des thermischen Wirkungsquerschnitts. Europium ist darüber 
hinaus für Aktivierungsmessungen geeignet, weil hier beim Neutroneneinfang 
nicht ein stabiler gg-Kern, sondern der beta-aktive ug-Kern ,,Eu™ gebildet 
wird. 
Die betrachteten Resonanzen sind von benachbarten Resonanzen genügend 
weit entfernt, um die Anwendung der Breit- Wigner-Formelfür eine einzelne 
Resonanzstelle zu rechtfertigen: 


o = (E,/E)'* (1 +4(B — (8) 


Die Resonanzparameter von Gd, Sm und Cd sind bereits bekannt, denn 
dort liegen die Maxima bei Energien, die mit Kristallspektrometern unter- 
sucht werden kénnen. Messungen bei subthermischen Energien stellen eine 
empfindliche Kontrolle dieser Werte dar. Korrekturen sind allerdings nicht 
eindeutig, da der subthermische Wirkungsquerschnitt von allen drei Para- 
metern bestimmt wird. 


Von Europium weiß man, daß es eine Resenanz bei negativer Energie hat. 
(Das bedeutet: der Compoundkern ,,Eu!®? hat ein Energieniveau knapp unter- 
halb der Neutronenbindungsenergie von etwa 8 MeV.) 
rch- Von dieser Resonanz kann natürlich nur der Teil der Flanke mit positiver 
ten, Energie gemessen werden. Eine genaue Bestimmung der drei freien Breit- 
Wigner- Parameter ist deshalb schwierigund die beiden bisher veröffentlichten 
Werte weichen auch stark voneinander ab. 

Messungen im subthermischen Gebiet ermöglichen hier eine bessere Be- 
stimmung der Resonanzparameter und dadurch eine Aussage über den Verlauf 
des Wirkungsquerschnitts bei thermischen Energien. Das ist z. B. für Mes- 
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sungen der Neutronentemperatur von Bedeutung, bei denen die mittlere Neu- 
tronenenergie aus der Aktivierung von 1/v- und nicht 1 /v-Absorbern berechnet 
wird”), 
51. Die Versuchsanordnung 
Der Versuchsaufbau fiir die Transmissionsmessungen ist aus der Abb. 2 
ersichtlich. Auf die Frontplatte des Rotorgehäuses ist ein Probenhalter auf. 
geschraubt, in den die Meßküvetten eingeschoben werden können. Die teuren 


Quarzküvetten mit einer garantierten Schichttiefe von 0,500 cm sind zum | 


Schutz vor Beschädigungen in einen Messingschieber eingebaut. Die beiden 
BF,-Zählrohre für Monitor und Zähler sind in Rohre eingeschoben, die genau 
auf Probenhalter bzw. Frontplatte passen. Damit wird der Aufbau stabil und 
leicht reproduzierbar. Außerdem wird verhindert, daß man während des 
Betriebes in den Bereich des direkten Strahles kommt. 


52. Die Herstellung der Proben 

Die drei seltenen Erden lagen als Oxyde mit einer nominellen Reinheit 
von 99,9% vor. Die Untersuchung der Einfang-gamma-Linien mit einem hoch- 
auflösenden Kristallspektrometer durch Herrn O. Schult (mündliche Mit- 
teilung) erwies, daß in Sm und Eu keine merklichen Gd-Verunreinigungen 
(Gd hat zehnfachen Einfangquerschnitt) vorhanden sind. Die Oxyde wurden 
etwa eine Stunde bei 600 °C getrocknet und dann in einem 15-ml-Meßkolben 
eingewogen. Anschließend wurde etwa 1:1 mit D,O verdünnte 69proz. Sal- 
petersäure (p. a.) dazugegeben. (Für gute Löslichkeit war etwa 40%, Säure- 
überschuß erforderlich.) Nach dem Auffüllen des Meßkolbens mit D,O wurde 
noch einmal gewogen, um die D,O-Menge mit der der Leerprobe zu vergleichen. 
Die Leerprobe enthielt die gleiche Menge Salpetersäure und 14,5 mg mehr 
D,O (d. h. 0,95 Mol D,O wurden in der Probe pro 1 Mol des Oxyds verdrängt). 
Diese 0,9°/,, Differenz haben bei einer Transmission der Leerprobe von min- 
destens 50%, keinen Einfluß. Die Genauigkeit der Wägung wurde aus den 
Gewichtsschwankungen bei mehrmaligem Wiegen abgeschätzt. Sie betrug bei 
Probenmengen von 300 mg 0,10/., bei der Gd-Probe mit 15 mg 1,5%/,9- 

Die Kadmiumprobe wurde in entsprechender Weise aus dem Metall her- 
gestellt. 

Nach dem Einfüllen wurden die Küvetten mit Pizein verkittet, um Kon- 
zentrationsänderungen durch Verdunsten zu verhindern. 


53. Die Durchführung der Messungen 

Als Zählrohre wurden zwei annähernd identische Rohre von Friesecke & 
Höpfner verwendet mit einem Druck von 128 Torr BF, (nicht angereichert) 
und einem Durchmesser von 1,8cm. Die für die Abschätzung der Nachweis- 
wahrscheinlichkeit wichtige Größe von totem Raum und Zählraum wurde mit 
senkrechter Einstrahlung eines schlitzförmigen Neutronenstrahls gemessen. 
Die gefundenen Werte digpp = 4cm und dyanı = 8,4cm stimmen mit den 
Angaben des Herstellers überein. Die Berücksichtigung der Absorption in 
0,1 cm Cu-Deckel, 4 cm totem Raum und 8,4 cm Zählraum gibt 


w(}) = exp 0,1 — 2,(4) 4)- [1 — exp(2,(A) 8,4)]. 


2) T. Springer u. - iH. on Ber. Physikertagung Miinchen 1959. 


Sie si 
21% 
A 
Stral 
schle 
dure] 
entst 
und . 
raten 
auße: 
wurd 
steue 
die w 
ergel 
F 
haltr 
Zur 
aqui’ 
D 


wobe 


60 
| 
= 
u 
= 
4 
Kadi 
betru 
b 
be 
IR al 
D 
I 
Reso 
I 
24 
ct ‘ 


Neu- 
hnet 


wels- 
> mit 
ssen. 


n in 


P. Höhne: Ein mechanischer Geschwindigkeitsselektor fiir subthermische Neutronen 61 


Sie steigt annähernd linear bis w(10 A) = 12% und erreicht das Maximum von 
21% bei A = 35 A. 

Alle Zählraten wurden auf die Impulszahl des Monitorzählrohrs im zweiten 
Strahl bezogen. Dadurch wird zwar die statistische Genauigkeit etwas ver- 
schlechtert, aber man wird unabhängig von Intensitätsschwankungen, die 
durch Schwankungen der Reaktorleistung und der Monochromatordrehzahl 
entstehen. Zur Prüfung der Konstanz des Verhältnisses zwischen Zähler- 
und Monitor-Impulszahlen wurden einen Nachmittag lang 150 mal die Zähl- 
raten pro konstanter Monitorzahl gemessen. Von der Meßpunkten lagen 31% 
außerhalb der durch (Z7! +24)" gegebenen Grenzen. Die Drehzahl 
wurde mit einem Stroboskop überwacht, das von einem RC-Generator ge- 
steuert wurde. Bei kleinen Drehzahlen traten Schwankungen bis zu 1% auf. 
die wegen des starken Abfalls des Neutronenspektrums 6% Intensitätsänderung 
ergeben würden. 

Für acht verschiedene Drehzahlen wurde die Transmission 7, das Ver- 
hältnis von Zählrate mit Probe zu Zählrate mit Leerprobe (dummy), gemessen. 
Zur Kontrolle wurde außerdem bei jedem Meßpunkt die Transmission einer 
äquivalenten Menge Goldfolien bestimmt. 

Den Wirkungsquerschnitt erhält man gemäß 


Op = A/(Lo,) In T-! = A/(Lo,) In [(Z — Zy)/(Zp — Zy)], (9) 
wobei L = Loschmidsche Zahl, 
A = Atomgewicht der Probe, 
Op = ge der Probe, 


Z, = Zählrate mit dummy, 
Zu = Zählrate der epikadmium Neutronen. 


Der Untergrund, gemessen bei stehendem Rotor oder —_ 0,5 mm 
Kadmium, betrug im Mittel 8/min. Die statistischen Fehler der MeBergebnisse 
betrugen 


bei 600 U/min (40 Min. Zahlzeit) rund 4%, 
bei 800 U/min (15 Min. Zahlzeit) rund 2%, 
ab 1200 U/min rund 1% 


Die Transmission der Proben lag je nach Drehzahl zwischen 20% und 70%. 


Gadolinium 


Die gemessenen Wirkungsquerschnitte sind in Abb. 10 dargestellt. Als 
Resonanzparameter sind hier angegeben) E, = 0,028 eV; J'= 0,118 eV; 
0, = 45000 barn. 


Die Breit-Wigner-Kurve zu diesen Parametern stimmt zwar mit den 
subthermischen Messungen gut überein, doch nicht mit den Messungen von 


*) T. Brill and H. V. Lichtenberger, Physic. Rev. 72, 585 (1947). 
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> Sailor. Landon u Foote cs BNL (2954) "> 
> Brill u. Lichtenberger sc-ANL (1947) 


00007 3 57000 3 570023 5701 23 5 
Energie - eV 


Abb. 10. Totaler Wirkungsquerschnitt von 

Gadolinium. @ eigene Messungen. Die anderen 

Meßpunkte sind aus dem Cross-Section-Atlas®) 
übetragen. Ausgezogen: Breit-Wigner-Kurve 
und dy 
= 44000 barn 


yg fd 


1900 © Brockhouse CR (53) 

5 Rainwater, Havens. Wu u. Dunning Col (47) 

00001 3 §70001 3 5700123 5701 23 5 
Energie - eV 

Abb. 11. Totaler Wirkungsquerschnitt von Kad- 

mium. @ eigene Messungen. Die anderen Meß- 

punkte sind aus dem Cross-Section-Atlas über- 

Ausgezogen: B-W-Kurve mit EZ, 

; T = 0,112eV und o, = 8000 barn 


625m 


» Mc Reynolds u. Andersen Jener 11954) 

Sailor, Landon u Foote cs- BNL (7954) 

00007 3 570017 3 5700 23 5701 235 
Energie-eV 

Abb. 12. Totaler Wirkungsquerschnitt von Sa- 


Die anderen 
Meßpunkte sind aus dem Cross-Section-Atlas 


übertragen. Gestrichelt: Breit- Wigner-Kurve 


mit E,=%,2 +0, 1meV; I= 65,5 + 0,5 


 meV undo, = 15 300 + 300 barn. Ausgezogen: 


B-W-Kurve + Beitrag von negativer Resonanz 


Sailor usw. Für die in Abb.10 
eingezeichnete Kurve, die sich 
auch den Sailor-Werten gut an. 
paBt, wurden die Parameter et- 
was variiert, und zwar: 


E, = 0,033 eV; I’ = 0,120 eV; 
0) = 44000 barn. 


Die Dichte der verwendeten 
Probe betrug o, = 1,29 mg/em?. 


Kadmium 

Die zeigt 
Abb. 11. 

Die Werte liegen wie die von 
Rainwater®) etwa 4%, über 
den Breit-Wigner-Werten zu 
den angegebenen Parametern 
E, = 180 + 80 meV; T= 112+ 
6 meV und o, = 7 800-+ 800 barn. 
Verwendet man die Werte Zo = 
176 meV und of = 8000 barn, die 
noch innerhalb der angegebenen 
Fehlergrenze liegen, so bekommt 
man Ubereinstimmung. 

Die Probendichte war 0, 
9,62 mg/cm?. 


MeBergebnisse 


Samarium 1 
Die Messung wurde mit Pro- 
ben von 7,76 und 0,96 mg/cem? 


durchgeführt. Die 


zeigt Abb. 12. 


Die gestrichelte Kurve ist die 
Breit-Wigner-Kurve zu den 
Parametern %) E, = %,2 + 
0,1 meV; = 65,5 + 0,5 meV 
und o, = 15300 + 300 barn. 
Die Abweichung der Meßpunkte 
beruht nach Angabe von 
Mec Reynolds und Andersen 
auf dem Beitrag einer negativen 


Ergebnisse 


2) L. J. Rainwater, W. W. 
Havens, C.S. Wu and J. R. Dun- 
ning, Physic. Rev. 71, 65 (1947). 

) A. W. McReynolds and E. 
Andersen, Physic. Rev. 98, 195 
(1954). 


Reso 
die D 
getra; 
Fehle 
zu. N 
Resor 
und d 


P. 
| 
1 
| 
i 8 [3 | 
| = M 
| Wert 
tion | 
ner-] 
| in A] 
| D 
+ 10000 
D: 
Resor 
Stur 
| den 
2 einsti 
D: 
kannt 
"2 Subtr 
| tipliz 
trage: 
i 
3. 
| D. 
- für d 
sicht] 
met 
| " 


Resonanz für ein anderes Isotop. Zur Abschätzung dieses Beitrages wurden = 
die Differenzen zwischen Meß- und Breit-Wigner-Werten in Abb. 13 auf- ee, 
getragen. Die großen statistischen 
Fehler lassen eine genaue Analyse nicht 
zu. Man kann aber annehmen, daß die 
Resonanzenergie weiter entfernt ist 


und deshalb die Näherung möglich ist: 


o = (oa VE), I?/4 Ej 


= const E-"!:. 


100 
000072 34 6800012 34 6 8007 2 3468 
Energie - eV 


Man findet dann den ungefähren 


Wert oyE = 48 barn yeV. Die Addi- 2 ts 
tion dieses Beitrages zur Breit-Wig- Abb. 13. Beitrag der negativen Resonanz 


‘bt di Be bei Samarium. Aufgetragen ist die Diffe- 
ner-Kurve gibt die ausgezogene Kurve „enz zwischen Meßwerten und Breit- 


in Abb. 12. Wigner-Werten 


Europium 7 
Die Meßpunkte sind in Abb. 14 eingetragen. Es wurden zwei verschiedene 
Proben mit 11,83 mg/cm? und 
3,06 mg/cm? verwendet. 


5 

Da die bisher veröffentlichten 3 
Resonanzparameter von W. J. 2 


Sturm?) und N. Holt2) mit 000 


Sailor Landon u Foote cs-BNL 
© Sturm cs-ANL (7947) 
m sc -Jener (7955) 


Dazu wurden die bisher be- 000072 3 57000 3 570012 3 7 m 7? 3 “ce 


einstimmen, wurden die Reso- 


10 
den MeBergebnissen nicht tiber- 
3 
nanzparameter neu bestimmt. ! 


; Pro-® kannten MeBergebnisse nach Energie - eV 

g/cm’ §Subtraktion des Beitrages der Abb.14. Totaler Wirkungsquerschnitt 

nisse § Nachbarresonanzen mit E's mul- Europium. @ eigene Messungen. Die anderen 
tipliziert und gegen E aufge- Meßpunkte wurden aus dem Cross-Section-Atlas 


übertragen. Ausgezogen ist die aus den im 
ist die tragen ar 15). Die eae gal Text genannten Resonanzparametern berech- 
ı den Parameter ıierfür betragen ?®) nete Breit-Wigner-Kurve 


. Hy = 327meV; T= 70+ 10 meV; 6, = 1840 + 150 barn; 
. E,= 461 meV; 93+ 3meV; o, = 11500+ 300 barn, % 
unkte 3. 1056 meV; "= 94+ 3meV; o,= 1640+ 30 barn. 


von Da die Werte von Sturm und Holt sehr stark streuen, wurden sie nicht 
ersen § fir die Berechnung herangezogen. Die Rechnung wird einfach und über- 
atıven sichtlich, wenn man mit den drei Bestimmungsgrößen 


diay (sVE) ( (d (oyE)/dE),- 
77) W. J. Sturm, Physic. Rev. 71, 774 (1947). 


%) N. Holt, Physic. Rev. 98, 1162 A (1955). 
2) H.H. Landon and V. L. Sailor, Physic. Rev. 98, 1267 (1955). 
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] 
ig "arbeitet, Aus den Messungen bei kleinen Energien, bei denen d(o / E 
che praktisch konstant ist, wurden nach der Methode der kleinsten Quadrate der 
“ail - Anfangswert p und die ar q berechnet. Für E’ wurde E’= ] 
100 meV eingesetzt und s = 225 barn eV aus den Ergebnissen von Sailor, laut 
Landon und Foote®®)3!) bestimmt. 
E, = —q E?/2 [pp — s)/s —q 
(o VE), = + 4 
: 
Mit q = (18,4+ 1,5) barn Vev /meV und p = (980+ 10) barn VeV erhält sog 
man: 
E, = — (63 + 14) meV oo) | 
i 
(24007 ) barn eV. gege. 
~ _ Da bei negativen Resonanzen o, wegen des Faktors E-/: imaginär wird diese 
ist es zweckmäßig, den Parameter g/% = g(I,)z-1ev aus der Form de 
Breit- Wigner-Formel D 
anzugeben. Mit Hilfe von H 
900 g = (oVE),-T [4 
= 800} ye}? ger 
00 findet man: M 
= 600 
g = (0,09 + 0,04) meV. 
3 400 (g ist ein statistischer Faktor von 
& 300} der Größenordnung !/,, der die 
3 200 Wahrscheinlichkeit für die Bildunz 


070 20 30 4050 60 80 90 10 des Compoundkerns mit dem für die 
Energie - meV Resonanz „richtigen“ Spin I angibt.) 
Abb. 15. Breit-Wigner-Kurve für nega- In Abb. 15 ist der Vertrauens 
tive Resonanz in Eu. Meßpunkte nach Ab- bereich der Breit-Wigner-Kurve 
Nachbarresonanzen mit gestrichelt eingezeichnet. Man sieht, 
Br m Apiizier ur Kieine nergien in . 
_ schubbild mit zehnfachem Energiemaßstab. daß die Kurve trotz der großen 
"Ausgezogen: B-W-Kurve mit E,=-63 Fehler der Parameter nur wenig 
I’ = 104 meV; (ö/E),= 2400bYeV verändert wird. 
Gestrichelt: wahrscheinliche ne Für den Wirkungsquerschnitt 
Strichpunktiert: Resonanzkurve nach Holt : 5 k t 


(oVE ). = 983 barn VeV o = (4660 + 120) barn. 


30) V, L. Sailor, H. H. Landon and H. L. Foote, Physic. Rev. 96, 1014 (1954). 
31) V. L. Sailor, H. H. Landon and H, L. Foote, Physic. Rev. 98, 1292 (1954). 
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In der Literatur ist angegeben 2°) : 
o = (4600 + 400) barn. 

Die Resonanzparameter, die von Sturm und Holt angegeben wurden, 

lauten: 
(Sturm?”) (Holt?) 

= E, = —0,6 meV 
I= 81meV T = 67meV 
Be — 5570 barn 0, = 84000 barn. 


Diese sill Autoren sind meines Wissens die einzigen, die fiir negative 
Resonanzen o, als Parameter angeben. Die naheliegende Annahme, daß dies 
so gemeint ist (in den Arbeiten ist darüber nichts gesagt), daß (VE), = 
Op ViE,| (wie bei positiven Resonanzen) ist bei Sturm nicht erfüllt. (Aus den 
von Sturm veröffentlichten Werten entnimmt man (oVE )o = 1000 barn Vev, 
während o,/|E,| = 585 barn YeV.) Bei Holt ergibt o,/|E,| = 2060 b/eV 
einen Betrag, der um den Faktor zwei zu groß ist. Es ist möglich, daß hier ent- 
gegen der sonstigen Ubung?®)?6)%4)25) der Wirkungsquerschnitt für das einzelne 
Isotop (Eu!5l) gemeint ist. Multipliziert man nämlich mit dem Anteil 
dieses Isotops (48%), so erhält man den richtigen Wert für kleine Energien 
- 0,48 = 985 barn 

Die entsprechende Breit-Wigner-Kurve, die in Abb. 15 strichpunktiert 
eingezeichnet ist, gibt allerdings für größere Energien zu kleine Werte. 


Herrn Prof. Dr. Maier-Leibnitz danke ich für die Überlassung und 
Förderung dieser Arbeit, den Herren Dr. Haas, Ch. Reinsch und Dr. Sprin- 
ger für wertvolle Ratschläge. 


München, Labor für Technische Physik der Technischen Hochschule. 


Fan Bei der Redaktion eingegangen am 25. Februar 1960. 
B- 
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nA 2) W. Weller, Ann. Physik 20, 42 (1957). 


Von Hans Fonfara 


Mit 2 Abbildungen 


Inhaltsiibersicht 


Zur indirekten Beobachtung der Eindiffusion von Sb in Ag wurden iiber. 
einandergedampfte Schichten dieser beiden Metalle verwendet. Das Wider. 
standsverhalten der Zweistoffschicht wurde bei Temperaturen zwischen 70° ( 
und 105 °C untersucht?). 


Von W. Weller?) wurden Untersuchungen der Eindiffusion von Sb in Ag 
an übereinandergedampften Schichten mittels Elektroneninterferenzen durch- 
geführt. 

Der starke Anstieg des spezifischen Widerstandes reiner Metalle bei ge- 
ringen Zusätzen von Fremdmetallen läßt Untersuchungen der Eindiffusion von 
Sb in Ag mittels Widerstandsmessungen aussichtsreich erscheinen. Ver- 
öffentlichte Widerstandsdiagramme aus neuerer Zeit sind nicht bekannt ge- 
worden. Als sicher gilt der starke Leitfähigkeitsabfall des Ag von 61,0 - 10 
auf 1,85 - 10 [2-1 cm~] im Gebiet der Sb-Mischkristallbildung von 0%, bis 
5% Sb. 

Die bisher vorliegenden Untersuchungen lieferten den Diffusionskoeffi- 
zienten bei höheren Temperaturen und wurden an massiven Metallen durch- 
geführt. 

Bei den durchgeführten Untersuchungen betrug die Dicke der Schichten 
500 AE (Ag) und 800 AE (Sb). Die Widerstandswerte der in Längsrichtung 
gemessenen Schichten lagen zwischen 1 und 100 Ohm. Auf verschiedene ge- 
eignete Schichtträger wurden nacheinander zwei Ag- und zwei Sb-Schichten 
gleicher Größe aufgedampft. Davon wurde eine Sb-Schicht deckungsgleich 
auf eine Ag-Schicht aufgebracht, so daß zur Messung eine Zweistoffschicht 
und je eine Schicht der reinen Komponente vorhanden war. Die Temperatur 
des Schichtträgers lag so tief, daß während des Aufdampfens und des nach- 
folgenden Alterungsvorganges keine wesentliche Diffusion eintrat. Die beiden 
Schichten der reinen Komponenten dienten zur Kontrolle der Sauberkeit 
und Störungsfreiheit des Meßvorganges. Zeigten diese — unter völlig gleichen 
Bedingungen wie die Zweistoffschicht — aufgedampften und untersuchten Ein- 
stoffschichten beim Tempern keine irreversible Widerstandsänderung, 80 
konnte eine irreversible Änderung der Zweistoffschicht nur auf Diffusions- 
vorgänge zurückgeführt werden. Die drei MeBschichten wurden nach dem Aus- 


1) H. Fonfara, Diplomarbeit Leipzig 1958. 
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H. Fonfara: Zur Diffusion von Antimon in Silber 67 


heizen des gut gereinigten Schichtträgers im gleichen Vakuum aufgedampft, 
kontaktiert und bei programmäßiger Heizung des Schichtträgers in ihrem 
zeitlichen Widerstandsver- 


halten untersucht. Die Zu- 
widerstände und die Thermo- | 
spannungen wurden bei der = ; 
Messung eliminiert. Die Mes- BT 2 aa 
sungen ergaben Kurven mit S0-Sthicht 
dem gleichen typischen Ver- 0 
lauf wie im dargestellten PAg-Sb-Schicht 
Diagramm (Abb. 1). Wäh- Pa 

über- rend die Widerstände der 5 es 

ider-# Einstoffschichten nur eine 

70°CH reversible Anderung des Ag-Sthicht 


ihrem Temperaturkoeffizien- 
ten zeigen, steigt der Wider- Abb.1 Widerstandsänderung durch Tempern für Sb, 
n Ag stand der Zweistoffschicht Ag und Ag—Sb-Schichten 
ırch-# monoton an, bis nach einer 
bestimmten Temperzeit Tt eine Sättigung erreicht ist. Für verschiedene 
i ge- Tempertemperaturen TT wurden die Temperzeiten bis zur ne gemes- 


ı von® sen. Für sie ergaben sich folgende Werte: ee en 
Ver- 
> 

104,5 | 1,15 
effi. 
irch- Daraus ist eine näherungsweise Berechnung des Diffusionskoeffizienten 


möglich. Aus der allgemeinen Lösung der 2. Fickschen Diffusionsgleichung 
'hten$ und den Randbedingungen des Versuches erhält man einen Ausdruck für den 
tung$ Zusammenhang zwischen Schichtdicke d, Diffusionszeit t, dem Diffusions- 
e ge-# koeffizienten D und der Konzentration c an der Stelle x. 


ht 

ich Die Lösung erfolgt analog zur Lösung dc ac 
leich _p®e 
nicht) der Wärmeleitungsgleichung 


‘atur§ Die allgemeine Lösung ergibt sich zu: 


rkeitf mit dem GauBschen Fehlerintegral @(x) = f e* dz. 

chen Vx ö 
Ein-# Für die Diffusion in zwei unendlich ausgedehnte Halbräume gelten für den 

, 80§ vorliegenden Fall folgende Anfangsbedingungen: 


pe zur Zeit t = 0 ist cg, = 0 fir x >0 ri 
c»=1für 0. 


Daraus ergibt sich die spezielle Lösung zu: 


— 
ach- (3 VDt 
x 
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Bei aufgedampften Schichten liegen aber nicht zwei unendliche Halbraume § gine S 
vor, sondern es ist immer mindestens ein beschränkter Diffusionsraum vor- § „achst 
handen. Den zweiten Halbraum kann man als unendlich ausgedehnt be- § ynter 
zeichnen, wenn seine Ausdehnung groß gegenüber der des ersten Diffusions- § pelle ı 
raumes ist, oder wenn seine zugehörige Komponente sehr viel langsamer als § Glanz 
die Gegenkomponente diffundiert. Bei den durchgeführten Versuchen war § ;‚chich 
die Sb-Schicht stets dicker als die Ag-Schicht. Außerdem ist nach Seith®) § jedocl 
die Diffusion des Sb in das Ag bedeutend größer als in entgegengesetzte f 7; — - 
Richtung. Man darf also im gegebenen Fall das Modell eines beschränkten 5% Sb 
(Ag) und eines unendlich ausgedehnten Halbraumes (Sb) anwenden. (Abb. 2) § nach § 


sich fo 
Meß- 
reihe 

1 

Abb. 2. Diffusionsverlauf an dünner Ag- 2 

und angelehnter Sb-Schicht. I Kurve für 3 

zwei sehr ausgedehnte Halbräume, IKurve 
: für Spiegelung, III Summenkurve Ent 
d+a gilt 
1 | bia 1 ayDı 
:—11—-® = 1 — e* dz + dz 

2 | ) Va In 
extrap 
Die Konzentrationen an der Grenzfläche : z =0: § ziente: 
wurde 
genanı 
Extra 
massiv 
Man kann sich die Diffusion dann zunächst so vorstellen wie in — m 
Ss wa 


ausgedehnte Halbräume. Wenn die Sb-Diffusionswelle die äußere Grenze der v 
Silberschicht erreicht hat, findet eine Reflexion des Diffusionsverlaufes statt. | !7& 


Die Konzentrationsverteilung ergibt sich dann aus der Addition der urspriing- | enter 
lichen c—x-Kurve und des an der äußeren Grenzfläche des Ag gespiegelten Materi 
Kurvenastes. Die Methode eines unendlichen und eines endlichen Halbraumes f Piffusi 
wurde nach W. Seith®) auch von W. Jost zur Bestimmung des Diffusions- Anwen 
koeffizienten von Au in Ag angewandt. En 


Zur Berechnung des Diffusionskoeffizienten wird neben Temperzeit Tt f Beoba 
und Schichtdicke d auch noch die Konzentration cag an der äußeren Grenz- | gebnis 
schicht 5 RENOS- Für eine Abschätzung des Diffusionskoeffizienten wurde f Konze 


47 ®) W. Seith, Diffusion in Metallen, Springer Berlin 1955. 4) 
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H. Fonjara: Zur Diffusion von Antimon in Silber 
eine Sb-Konzentration von 4% angenommen. Fiir diese Annahme spricht 
nachstehende Erscheinung. Visuelle Beobachtungen mehrerer auf Quarzglas 
unter gleichen Bedingungen getemperter Ag—Sb-Schichten zeigten, daB der 
helle metallische Glanz der unten liegenden Silberschicht dem dunkleren 
Glanz des metallischen Sb gewichen war. Es muß also in der äußeren Grenz- a 
schicht schon eine beträchtliche Sb-Konzentration vorhanden gewesen sein. 
Jedoch spricht die Tatsache, daß W. Weller?) bei TT=115 [°C] und 
Tt = 1,3[h] noch keine e-Phase erhielt gegen eine höhere Konzentration ls 
5% Sbin Ag. Konzentrationen der heterogenen Mischung (5 — 10%, Sb) dürften 
nach Seith®) nicht auftreten. Für die angegebenen drei MeBreihen ergeben 
sich folgende Werte: 


2 
0,04 Cag = ® F ) 


Meß- | Eu | _ #- cm? D = 5,3- 105 - a RT 
reihe 8,412 t [=] 
| sec 
1 74 60 1,4 - 10-97 1,1 - 10-18 ae 
9 86 18 4,6 10-17 | 32-10 
3 104,5 1,15 | 7,2 - 10-18 1,4 - 10-77 
Entsprechend der Form; D = D,-e 
34100 


"gr [em? 


gilt für die aus den Versuchen gewonnenen Werte: D=3,5-10%.e a 


In der fünften Spalte stehen die nach einer Formel von Seith und Peretti‘) — 
extrapolierten Werte. Seith und Peretti ermittelten den Diffusionskoeffi- 
zienten bei Temperaturen zwischen 650 und 900 [°C]. Bei Messungen aneinem 
System aus reinem Ag und einer Ag—Sb- Legierung mit 2 Atom-%, Sb im Ag 
wurde innerhalb des Löslichkeitsgebietes die in der 5. Spalte angegebene, m 
genannten Temperaturgebiet gut erfüllte Beziehung gefunden. Gegen eine | De 
Extrapolation ist unter gleichen Bedingungen (gleiche Konzentration und | I } 
massives Material) nichts einzuwenden. Die sich aus der Abschätzung er- =. 
gebenden Werte sind bedeutend größer als die durch Extrapolation gefundenen. 
Es waren von vornherein größere Werte zu erwarten; denn alle gemachten ae 
Vernachlässigungen haben eine scheinbare Vergrößerung des Diffusionskoeffi- 
zienten zur Folge. Das aufgedampfte Material hat gegenüber dem massiven 
Material einen größeren Fehlordnungsgrad und damit auch einen größeren a, 
Diffusionskoeffizienten. Die Komponenten liegen bei Aufdampfflächen ohne __ 
Anwendung von Druckkräften exakt aufeinander. Die beim Aufdampfen erfolgte | 
nachweisbare Diffusion hat ebenfalls eine scheinbare Erhöhung des Diffusions- _ 
koeffizienten zur Folge. Die beschriebene Methode erlaubt eine qualitative 
Beobachtung des Diffusionsvorganges bei Aufdampfschichten. Genaue Er- 
gebnisse sind jedoch nur zu erwarten, wenn gleichzeitig eine Messung der | 
Konzentration der äußeren Grenzfläche möglich ist, dann dürfte diese Methode . 
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4) W. Seith u. E. A. Peretti, Z. Elektrochemie 42, 574 (1936). 
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sogar sehr genaue Ergebnisse liefern, weil die Konzentrationsänderung an 
der äußeren Grenzfläche gleich Null ist. 

dx 


aa Herrn Professor Dr. W. Holzmüller danke ich für die Anregung zu dieser 
Arbeit und fiir seine wertvollen Hinweise bei der Durchführung. Herr Dipl.- 
Phys. W. Weller hat diese Arbeit durch aufschlußreiche Diskussionen unter- 
stützt. 


Leipzig, Physikalisches Institut der Karl-Marx-Universität, Abt. Techn. 
Physik. 
. _ Bei der Redaktion eingegangen am 29. Fe 
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Unelastische Stöße zwischen angeregten 
und unangeregten Kalium-Atomen‘) 


ne Von K. Hoffmann und R. Seiwert 


Inhaltsiibersicht 

In Kalium-Dampf wurde eine der beiden Resonanzlinien eingestrahlt. 

Bei genügend großer Dampfdichte traten beide Dublettkomponenten im Flu- 
oreszenzlicht auf. Ihre relativen Intensitäten wurden gemessen und daraus 
Querschnitte der auftretenden unelastischen Stöße unter Berücksichtigung der 
Strahlungsdiffusion berechnet. 


1. Einführung 


Strahlt man in Na-Dampf genügend großer Dichte eine de beiden D- 
Linien ein, so beobachtet man im Fluoreszenzlicht beide Dublettkomponenten. 
Dieser Effekt wurde bereits 1914 von Wood?) entdeckt. Er kann mit dem Auf- 
treten von unelastischen Stößen erklärt werden, die durch folgende Gleichung 
zu beschreiben sind: 


Na + Na 32812 + AE = 


StoBquerschnitte hat einer der Verfasser*) auf Grund von neu durchgefiihrten 
Fluoreszenzmessungen berechnet. 


Stößt ein Na-Atom im 3?P}/.-Zustand mit einem unangeregten Na-Atom 
zusammen, so muß ein Betrag AE von Energie der Relativbewegung der StoB- 
partner in Anregungsenergie umgewandelt werden, damit das Energiedefizit 
an Anregungsenergie gegenüber dem Zustand 3 ?P3j3 gedeckt wird. AE wird 
als Resonanzabweichung bezeichnet; sie beträgt in dem hier betrachteten 
Fall 2,13 - 103eV. Wenn sich das eine Na-Atom vor dem Stoß im 3 ?P3j- 
Zustand befindet und nach dem Stoß ein Na 3? P, ‚„-Atom vorhanden ist, so wird 
Anregungsenergie in kinetische Energie verwandelt. Nach der Franckschen 
Regel®) ist die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten unelastischer Stöße zwischen 
angeregten und unangeregten Atomen um so größer, je kleiner die Resonanz- 
abweichung ist. 


1) Ein Referat über die Arbeit wurde auf der Physikertagung 1959 in Berlin gehalten. 
2) R. W. Wood, Philos. Mag 27, 1018 (1914). 

3) R. Seiwert, Ann. Physik (6) 18, 54 (1956). 

4) J. Franck, Naturwiss. 14, 211 (1929). 
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Bei Kalium beträgt der Abstand der beiden Resonanzniveaus 4 ?P;, 
und 4 ®P,je 7,16 - 10-* eV. Dementsprechend sollte man für die StoBprozesse 


K4?®Pır + K +AE K + K 4*P3)2 


kleinere Querschnitte erwarten. Es wurden nun Experimente an K-Dampf 
durchgeführt und die MeBergebnisse unter Berücksichtigung der Strahlungs. 
diffusion ausgewertet. 


2. Versuchsanordnung 


Für die Trennung der beiden Resonanzlinien wurde eine Anordnung nach 
dem Prinzip des Woodschen D-Linien-Monochromators®)®) aufgebaut’). 

Als Lichtquelle wurde eine K-Spektrallampe (Osram-Berlin) verwendet, 
die mit einer Stromstärke von 0,5 A betrieben wurde. Wie aus Messungen der 
Intensität der senkrecht zur Anregungsrichtung beobachteten Fluoreszenz in 
Abhängigkeit von der Temperatur hervorgegangen ist, wird die Selbstumkehr 
der Resonanzlinien durch die Herabsetzung der Betriebsstromstärke gegenüber 
der von der Herstellerfirma angegebenen von 1,5 A verringert. Fabry- 
Pérot-Aufnahmen bestätigten dies®). 

Das Resonanzgefäß hatte die Form eines Woodschen Horns. Das Kalium 
wurde mehreren Destillationen unterzogen, bevor es im Vakuum in das Re- 
sonanzgefäß eingebracht und das Gefäß abgeschmolzen wurde. Vor der Stirn- 

wand des Resonanzgefäße 

Blende war eine Blende mit einer 
runden Öffnung von 3 mm 
Durchmesser angebracht. 
Das Resonanzgefäß befand 
sich in einem elektrischen 
Ofen. Dabei wurde der vor- 


mit WOUDschem Hrn dere Teil der Kiivette auf | 


(waagerechter Schnitt) 
einer etwas höheren Tempe- 


ratur gehalten, damit sich 

Fluoreszenz - De dort nicht Kalium nieder- 
schlug. Gemessen wurde die 

Abb. 1 Temperatur mit Hilfe von 

2 Cu - Konstantan - Thermo- 

elementen, die am Resonanzgefäß festgekittet waren. Aus Abb. 1 gehen die 
geometrischen Verhältnisse der Versuchsanordnung hervor. Das auf den 
Spektrographenspalt fallende Fluoreszenzlicht kam aus dem in Abb. 1 er- 
sichtlichen Volumen. Als Spektrograph diente für die ersten Aufnahmen ein 
Universal-Spektrograph nach Neubauer, hergestellt von der Firma Wittge, 
Miersdorf, mit einer Glasoptik. Später wurde der Drei-Prismen-Spektrograph 
des VEB Carl Zeiss Jena mit der kurzbrennweitigen Kamera (f = 12 cm) 
verwendet. Die Aufnahmen wurden mit Infrarot-Platten 750 Rapid von 
Agfa Wolfen gemacht. 1 


5) R. W. Wood, Philos. Mag. 27, 524 (1914); Physik. Z. 15, 313 (1914). 

6) E. Gaviola u. P. Pringsheim, Z. Physik 78, 211 (1932). 

?) Eine einfache Rechnung ergibt, daß in diesem Fall die Dicke der Quarzplatte 
0,89 cm betragen muß. 

8) K. Hoffmann u. R. Seiwert, Exp. Techn. Physik, im Erscheinen. 
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3. MeBergebnisse 


Gemessen wurden die relativen Intensitäten der beiden Dublettkompo- 
nenten, von denen die langwelligere (7699,0 A) mit R, und die kurzwelligere 
(7664.9 A) mit R, bezeichnet werden soll, bei Einstrahlung einer Resonanz- 
linie. Die Quotienten 

I, 


bei Einstrahlung von R, und yır = bei Einstrahlung 


ließen sich dann sofort ausrechnen. Die Abb. 
zeigt ny und yy in Abhängigkeit von der Tem- 
peratur. 

Man sollte erwarten, daß bei genügend 
hohen Temperaturen 9; > 0,5 und ny > 2 
geht, da die statistischen Gewichte der 
beiden Terme und 4?P,j., von denen 
die beiden Resonanzlinien ausgehen, sich wie 
4:2 verhalten. Wie schon aus den beiden 
Kurven (T) und nıı (7) hervorgeht, stre- 
ben die Kurven nicht diesen Grenzwerten zu. 
Das deutet darauf hin, daß die Strahlungs- 
diffusion auftritt. Auf den wesentlichen Ein- 
fluß der Strahlungsdiffusion bei den Fluores- 
zenzexperimenten hat einer der Verfasser?)?) 
bereits früher hingewiesen. 

Weiter läßt sich aus den Kurven der 
Abb. 2 entnehmen, daß die Isolierung der ein- 760 180 200 220 240 260 280 T1ecı 
zelnen Resonanzlinien nicht vollkommen und y= (7) 
war, sondern daß noch ein geringer Anteil 
der zweiten Komponente im primär an- 
regenden Licht vorhanden war. Das ist bei der weiteren Auswertung berück- 
sichtigt worden. 


2 


Abb. 2 


4. Auswertung der MeBergebnisse 


Bei der bereits oben erwähnten Ermittlung der Stoßquerschnitte aus den 
Intensitätsverhältnissen der Na-Resonanzlinien im Fluoreszenzlicht hat 
einer der Verfasser*)®) eine Näherungsmethode zur Berücksichtigung der 
Strahlungsdiffusion benutzt. Diese soll auch hier angewendet werden. 

Wie schon in den früheren Arbeiten®)?) gezeigt wurde, erhält man auf 
Grund von Bilanzgleichungen für die angeregten Atome in den beiden Resonanz- 
zuständen die mittleren Stoßzahlen (bei einer bestimmten Temperatur) 


1 (1 + m) 
% Z > ?P372) = (la) 
> ®Pı,) = \ - 1) (1b) 
Die mittleren Lebensdauern der beiden 2 P-Zustande sind bekanntlich gleich. 
Für Kalium ist r(42P,,) = t(42P3je) = tT = 2,7 10-8 sec). 
%) R. Seiwert, Ann. Physik (6) 17, 371 (1956); 18, 35 (1956). , 
10) J. D’Ansund E, Lax ,Taschenbuch fiirChemiker und Physiker, S. 100, Berlin 1949. 
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W enn nun ‘Strahlungsdiffusion auftritt, so wird die der 
angeregten Zustände scheinbar verlängert; denn ein eingestrahltes Licht quant 
fliegt — etwas lax ausgedrückt — von Atom zu Atom und bleibt bei jedem 
Atom eine mittlere Lebensdauer lang, bevor es den Alkali-Dampf wieder ver- 
lassen kann. Die freie Flugdauer von einem Atom zum anderen ist vernach- 
lässigbar kurz. Die Chance für unelastische Stöße besteht nun während der 
ganzen Zeit, die sich das eingestrahlte Lichtquant im Alkali-Dampf aufhält 
und die ein Mehrfaches der mittleren Lebensdauer r beträgt. Diese scheinbare 
Lebensdauer 7;.n ist wegen der unterschiedlichen Absorption der beiden 
Resonanzlinien R, und R, im K-Dampf für die beiden Zustände 4?P, > und 
4 2P3,» verschieden; sie läßt sich näherungsweise nach der Formel?) 


2 
Tsch en C z D(R) (2) 


berechnen. Dabei ist D(R) das Durchlässigkeitsvermögen einer Dampfschicht 
der Dicke R für die betreffende Resonanzlinie. Der für R einzusetzende Wert 
und die Konstante C hängen davon ab, wie man die geometrischen Verhältnisse 
der optischen Versuchsbedingungen annähert. 


Wie aus Abb. 1 hervorgeht, durchsetzte der annähernd parallele anregende Licht- 
strahl den vorderen zylindrischen Teil des Resonanzgefäßes außeraxial. Holstein!) 
hat nun scheinbare Lebensdauern für eine in zwei Dimensionen sich von — co bis + © 
erstreckende Schicht und für einen sich von — co bis + co erstreckenden Zylinder be- 
rechnet; für R (Gl. 2) muß dann die Dicke der Schicht bzw. der Radius des Zylinders ein- 
gesetzt werden. In beiden Fällen ergeben sich verschiedene Werte für die Konstante (. 
Offensichtlich entspricht die zylindrische Anordnung besser den Bedingungen, die bei den 
Experimenten vorgelegen haben. Die Beiträge aus den in Richtung der Achse weiter ent- 
fernten Teilen dürften sich bei stärkerer Absorption nur geringfügig auf die Größe von 
Tsch auswirken, überhaupt alle Beiträge aus den Bereichen, die genügend weit weg liegen 
von der Austrittsstelle des untersuchten Fluoreszenzlichts aus dem Resonanzgefäß. Für 
R wird näherungsweise der kürzeste Abstand 2,, der Achse des anregenden Strahls von 
der Wand des Glasrohres eingesetzt. 


Die Konstante C hängt außer von der Geometrie der Anordnung noch von der Linien- 
form ab; Holstein!!) hat sie für reine Doppler-Verbreiterung oder reine Dämpfungs- 
verbreiterung berechnet. Nun mußte der Dampfdruck bei den Fluoreszenzuntersuchungen 
bereits so hoch gewählt werden, daß der Linienkern, dessen Form ja durch die Doppler- 
Verbreiterung bestimmt wird, schon fast vollständig innerhalb einer Schicht der Dicke 
R = x, absorbiert wurde. Wie bereits aus früheren Berechnungen an Natrium?) folgt, 
ändert sich — auch bei geringerer Stoßdämpfung — das Dure 'hlässigkeitsver mögen für 
eine bestimmte Schichtdicke R in dem Temperaturbereich nur schwach, in dem die 
Durchlässigkeit im Linienkern und die in den Linienflügeln von gleicher Größenordnung 
sind. Außerdem bleibt das Durchlässigkeitsvermögen (R = const.) bei stärkerer Stoß- 
dämpfung mit wachsender Teilchenzahl N pro em? konstant, wenn vorausgesetzt werden 
kann, daß eine Durchlässigkeit nur noch im Linienflügel (mit Dispersions-Verteilung) auf- 
tritt. Denn für die Absorptionskonstante k, in der dämpfungsverbreiterten Linie gilt 
k, ~ N/Av, = N-(Avy + Avg)! ® N/Av, = const für Avy < Ar, da Avy ~ N ist. 
(Dabei ist Av, die Strahlungsdämpfungs- und Av, die Stoßdämpfungs-Breite.) Zwar war 
die Eigendruckverbreiterung im K-Dampf bei der niedrigsten Temperatur des für die 
Auswertung in Betracht kommenden Intervalls noch nicht groß gegenüber der Strahlungs- 
dämpfungsverbreiterung, aber doch schon beträchtlich größer als diese. 


Es war also den vorangegangenen Überlegungen entsprechend in dem für die Aus- 
wertung in Betracht kommenden Temperaturbereich höchstens noch eine geringfügige 
Anderung von D(R) innerhalb des hier interessierenden Temperaturbereichs zu erwarten. 
Da, wie gesagt, die Strahlung im wesentlichen nur in den Linienflügeln durchgelassen 


1) T. Holstein, Physic. Rev. 72, 1212 (1947); 88, 1159 (1951). Be 
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> der wurde, lag es nahe, in Gl. (2) für die Konstante C den Wert für die Dämpfungsverbrei- 
uant terung (1,115) einzusetzen. 

dem Weil die experimentellen Werte für die Stoßverbreiterung, die von Lloyd und 
ver- Hughes?) erhalten worden sind, nach der Theorie von Foley!*) und dem von ihm ange- 
stellten Vergleich mit den Meßresultaten für andere Alkalien zweifelhaft sind, wurden die 


ach. Werte gewählt, die sich nach der von Foley abgeleiteten Gleichung ergeben. Diese liefern 
| der Ergebnisse, die gut mit den experimentellen Resultaten bei anderen Alkalien überein- 
fhält stimmen. Das Durchlässigkeitsver mögen wurde dann für 7 = 200° und 220 °C durch 
bare numerische Integration nach einer von Mitchell und Zemansky") angegebenen Formel 
id berechnet, die auch schon früher bei der Auswertung der Meßergebnisse für Natrium?) 
ıden benutzt worden war; für 7’ = 240 °C konnte die Formel 
für große optische Dichten verwendet werden, da sie bereits fiir 7 = 220 °C nahezu die 
ich gleichen Werte lieferte wie das genauere Berechnungsverfahren. 
Wert Es ergaben sich nur wenig voneinander abweichende D(R)-Werte für die 
ae verschiedenen Temperaturen, so daß es nahe lag, den Mittelwert zu bilden. 
Dann wurden folgende scheinbare Lebensdauern erhalten: Tsch_ r, = 6,1 10% 
sec und r, = 6,7: 10% sec. Diese wurden für und r(?P3,) in 
init die Gln. (la) und (1b) eingesetzt. Die Intensitätsverhältnisse wurden für die 
oo # Temperaturen 200°, 210°, 220°, 230° und 240° C der Abb. 2 entnommen, da 
r be- in diesem Bereich des stärkeren Anstiegs der Intensitätsverhältnisse 4; und 7}; 
s “a die Fehlergrenzen der experimentellen Werte am kleinsten sind. Unter Beriick- 
sae sichtigung des Anteils der zweiten Dublettkomponente im primar anregenden 
r ent: Licht wurden dann die Stoßquerschnitte berechnet. Da nur geringe Unter- 
» von schiede in den Werten für ein und dieselbe Richtung des Stoßprozesses auf- 
> traten, wurde der Mittelwert gebildet. Das ist berechtigt, da die zu erwartende 
eur . x . . 
val Anderung der StoBquerschnitte infolge der Anderung der Relativgeschwindig- 
keit der Stoßpartner bei Temperaturerhöhung so klein ist, daß sie weit 
_ innerhalb der Fehlergrenzen liegt, die durch die Berücksichtigung der Strah- 
ungs- lungsdiffusion bedingt sind. Die Mittelwerte sind: 
ingen 
pler- Q(4 2 = 1,2. 10-14 cm? 
Dicke 
folgt, une 
n fiir Q(4 2 P32 > 4 = 0,6 10714 em?. 
n die 
a Bei der Abschätzung der Genauigkeit der Ergebnisse muß man bedenken, 
»Lol- . . 
dil daß bei der Berechnung der StoBquerschnitte aus den Intensitätsverhältnissen 
) auf- die Strahlungsdiffusion durch eine Näherungsmethode berücksichtigt worden 
e gilt ist. Außerdem sind die verwendeten Werte für das Durchlässigkeitsvermögen 
wi sicher mit einem gewissen Fehler behaftet; sie beeinflussen aber die Resultate 
x ae gerade sehr stark. Weiter wird ja bisher stets bei den Berechnungen der 
ungs- Strahlungsdiffusion vorausgesetzt, daß unabhängig von der spektralen Zu- 
sammensetzung der innerhalb eines Volumenelements absorbierten Strahlung 
Aus- stets wieder die ganze Linie emittiert wird. Diese Voraussetzung ist aber nur 
ügige 
irten. 12) P, Lloyd u. D. S. Hughes, Physic. Rev. 52, 1215 (1937). 
assen 13) H. =. Foley, Physic. Rev. 69, 616 (1946). 
1) ALC, _ Mite hellu. M. W. Zemansky, Reonance Radiation and Excited Atoms, 


Kap. HI u. IV. Cambridge 1934. 


= 


an 
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teilweise erfüllt, worauf schon friiher®)!!) hingewiesen wurde. Schließlich ist 
bei den Berechnungen nicht die Reflexion an den Gefäßwänden berück- 
sichtigt worden, die offenbar eine Verlängerung der scheinbaren Lebensdauern 
bewirkt. Unter Berücksichtigung der erörterten Fehlerquellen bei der Aus- 
wertung der Meßresultate muß man den gesamten mittleren Fehler mit + 30%, 
annehmen. Die Fehlergrenzen der Meßwerte selbst sind dagegen wesentlich 
kleiner. Um zu Werten mit kleineren Fehlergrenzen zu gelangen, müßte man 
Abklingmessungen zur Bestimmung der scheinbaren Lebensdauern durch- 
führen. Es ist jedoch fraglich, ob das bei den geringen Intensitäten des Fluores- 
zenzlichts mit den zur Zeit vorhandenen Meßmitteln überhaupt möglich ist. 

Vergleicht man nun die Stoßquerschnitte für Kalium mit denen für Na- 
trium?) [Q (3?Pij2 > 3?P3.2) = 1,7 - 10-4 em? und Q(3?Ps3 — 3?P,») 
= 1,0 - 10714 cm? (für 7 = 560 °K)], so sieht man, daß die bereits oben er- 
wähnte Francksche Regel®) erfüllt ist. 

Nach der Theorie von Stückelberg®) gilt für die Stoßquerschnitte fol- 
gender Ausdruck 


für den Fall, daß von den angeregten Zuständen erlaubte Übergänge in den 
Grundzustand führen, denen dann die Dipolmomente u, und u, zugeordnet 
werden können. Die Funktion F enthält die Abhängigkeit der Stoßquer- 
schnitte von der Relativgeschwindigkeit v, der Stoßpartner!%). Bildet man 
nun unter Verwendung von Gl. (4) die Verhältnisse der Querschnitte der 
Stöße in einer bestimmten Richtung für Natrium und Kalium, so ergibt sich 
eine befriedigende Übereinstimmung mit den experimentellen Werten, wenn 
man F = const setzt, aber eine Diskrepanz um Größenordnungen, wenn man 
F nach den Formeln von Stückelberg berechnet. Hieraus darf man offen- 
sichtlich den Schluß ziehen, daß die Theorie noch unzulänglich ist. 


5) E.C.G.Stückelberg, Helv. Phys. Acta 5, 369 (1932). 

16) Bei der älteren halbklassischen Rechnung von Kallmann und London") 
blieb die Geschwindigkeitsabhängigkeit der Stoßquerschnitte noch unberücksichtigt. 
Mit dem von Kallmann und London angegebenen konstanten Faktor F = 0,605 erhält 
man aber zu hohe Werte für die Querschnitte, da tatsächlich meistens ein sehr großer Teil 
der Stoßprozesse adiabatisch verläuft. 

17) H. Kallmann u. F. London, Z. physik. Chem. (B) 2, 207 (1929). 


Berlin-Adlershof, Institut für Optik und Spektroskopie der Deutschen 
Akademie der Wissenschaften. 
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Zur Hyperfeinstruktur des Europium. I 


. a Von K. Krebs und R. Winkler 


Mit 5 Abbi re 
lit 5 ildungen 
Inhaltsübersicht 
Für die Europium-Isotope 151 und 153 wird Hyperfeinstruktur-Anomalie 
festgestellt, und zwar deshalb, weil die Verhältnisse der Aufspaltungsfaktoren 
an angeregten Termen und am Grundzustand verschieden gefunden wurden. 
Als Ursache fiir die Aufspaltung der Grundzustände wird ‚exchange polariza- 
tion‘ vermutet. 


a) Hyperfeinstruktur-Anomalie 
In einer früheren Arbeit!) hatten wir zur Ermittlung der Aufspaltung des 
Grundzustandes die Hyperfeinstruktur verschiedener Spektrallinien des Eu 
untersucht und dabei u. a. das Verhältnis der Aufspaltungsfaktoren A’ der 
beiden Eu-Isotope Eu,;,; und Eu,;3 an den beiden Resonanzlinien 2 7106 und 
2.6865 neu bestimmen können. Da es wünschenswert erschien, die Genauig- 
keit des Wertes A’ (151)/A’(153) zur Prüfung auf Hyperfeinstruktur-Anomalie 
möglichst zu erhöhen, haben wir 4’(151)/4’(153) an der Resonanzlinie 
26018, die erstmalig von Schüler und Schmidt?) vermessen worden war, 
neu bestimmt. Bezüglich derexperimentellen Einzelheiten und des Auswertungs- 

verfahrens sei auf die erstgenannte Arbeit!) verwiesen. 


Von jedem der beiden Isotope sind wie bei den bereits untersuchten Re- 
sonanzlinien 6 Komponenten zu erwarten, die in Analogie zu der ganz gleichen 
Strukturvon 4 6865 mit a... / (für Eu,,,) bzw. a’... f’ (für Eu,,3) bezeichnet 
sein mögen. Es wurde wieder angestrebt, von jedem Isotop wenigstens vier 
freiliegende Komponenten zu vermessen, um die Lösungen von A’ und B’ 
aus einem überbestimmten Gleichungssystem zu ermöglichen. Von Eujsı 
wurde a, b, e, f, von Eujs3 a’, b’, d’, e’ vermessen. Abb. 1 zeigt einige Auf- 
nahmen mit verschiedenen Etalonabständen, deren größter (17,6 mm) so 
gewählt wurde, daß die sonst schwer trennbare Komponente e’ gerade frei 
erschien. Abb. 2a, b zeigt die graphische Darstellung der Meßergebnisse in 
der in !) erläuterten Weise. Für die Verhältnisse der Aufspaltungsfaktoren in 
den Linien ergeben sich die Werte 


—¢ 


A’ (151) B’ (151) 
= 2,249 - ) = (), 3 + 
(153) = 2249 9,007; = 0408 + 0,045 


. Krebs u. R. Winkler, Ann. Physik 20, 60 (1957). 
‚Schüler u. Th. Schmidt, Z. Physik 94, 457 (1935). 
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Eu 


-487,5 -4474 -338,7 -2571 
20,3 +0,2 


d’ e 6 


| 
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ef) e b ae, 


Eu 757 = Gesamtaufspaltung 


Abb.1. Pérot-Fabry-Aufnahmen von / 6018, stark vergrößert mit Meßergebnissen. 
Die — direkt nur für die Abstände ermittelten — Fehler wurden gemäß den Regeln der 
Fehlerrechnung auf die Komponenten verteilt. Bei dem Etalonabstand d = 13,4 mm 
überdecken sich die Ordnungen teilweise, bei d = 17,6 mm zweifach 
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in guter Übereinstimmung mit den aus A 7106 und A 6885 gewonnenen Werten 
in!). Der Mittelwert aus diesen drei Resonanzlinien ist: 


A’ (151) 
A’ (153) 


B’ (151) 


zum 246 ‚005; 
2,246 + 0,008; 


= 0,40, + 0,03. (1) 


Nach einer freundlichen brieflichen Mitteilung von G. K. Woodgate sind die Auf- 
spaltungsfaktoren A», By der Grundzustände (am Atomstrahl gemessen) 


A,(151) = —0,668410 + 0,000006 mK 
A,(153) = —0,298440 + 0,000006 mK 
B,(151) = —(4,18 + 0,02) - 10-5 mK 
B,(153) =—(10,63 + 0,02) - 10-5 mK u 
also 
A, (153) 2,26498 + 0,00008; B, (153) 0,393 + 0,003. (68) 
Bei einem Vergleich dieser und unserer Werte ist zu beachten*), daß der 
Linienaufspaltungsfaktor für unseren Fall (d.h. ,u,<&4A,; By< Bp: Ap, 
B, = Aufspaltungsfaktoren des oberen Zustandes) gegeben ist durch 


A' = Ap,—« Ay bzw. B’ = B,—PB,; (4) 


wobei x, 6 Konstanten der Größenordnung 1 sind, die von den J-Werten des 
oberen und unteren Zustandes abhängig sind. Wegen A,< A, gilt also, wie 
man leicht nachrechnet, in sehr guter Näherung 


= 2,246 + 0,00: 
Ap(153)  4’(153) 46 + 0,005 


sowie = 
Bp(151) _ BY(151) ee 


Während man fiir das Verhältnis der B-Werte, wegen unserer weiteren 
Fehlergrenzen, keinen Unterschied feststellen kann, sind die Verhältnisse der 
A-Faktoren in (3) und (5) zweifelsfrei voneinander verschieden. Wir möchten 
das, ebenso wie die Abweichung eines A-Faktoren- vom g-Faktoren-Verhältnis, 
als einen Fall von Hyperfeinstruktur-Anomalie (verursacht durch unter- 
schiedliche räumliche Verteilung des magnetischen Kerndipolmomentes bei 
den beiden Isotopen*)) deuten. 

Der in (2) nach Woodgate angegebene Wert A,(151) liegt außerhalb der Fehler- 
grenzen des früher von uns!) (aus Hyperfeinstrukturen mit der Brixschen Regel) 
bestimmten A,(151) = —0,93 + 0,05 mK und ist auf Grund der benutzten HF-Methode 
ohne Zweifel der zuverlässigere. Der Fehler unseres Wertes ist offenbar sytematischer Art 
und als bloße Meßunsicherheit, wie man sich aus den Abb. 5 und 6 in!) überzeugt, nicht 
zu erklären. 

Daß optisch kein von 0 verschiedener B-Faktor festgestellt wurde, ist verständlich 
angesichts des kleinen Wertes von Bo, der möglicherweise (da am S-Term auftretend) — 
seine Ursache in einer leichten Termstörung hat. a yee 


% 

| 
3 
: 
| 
ssen. r 
5 
1 der (9) 
| mm ; 
| 
3) P. Brix, Z. Physik 132, 579 (1952), Anhang. 5.5 tem Ms Fe 4 
) A. Bohr u. V. Weisskopf, Physic. Rev. 77, 94 (1950). | ae Vom Der 
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Tabelle 1 AylEuss 
Konfiguration Term Euy5) Euyss A’(151) B’ (151) 18V nungen 
(bzw. Übergang) A’ (151) B’ (151) A’ (153)  B’ (153) A’ (153) B’ (153) 
16 _ .8p +22,72 +0,0098 +10,10 +0,0243 22,49, 0,408 —1185 § 
| | +.03 | +.001 | +,007 |40,45 +3 Die 
278 
p —6,98 0.0125 —1083 F 
44594 — Po io) +0025 415 nen null 
4 (°S)6s 6p Boos +1819 
N —7,50*) _ 141,7 
7788) 6s 6p zi0 +31,097) +0,0117) +131,7} 


*) Nach Gl. (4) berechnet. N 


+) Aus Meßwerten von Brix?). 


b) Zur Deutung der Aufspaltung des Grundzustandes 


Zur Deutung des — früher durch Termstörungen erklärten — Aufspaltungs- 


faktors A, sind seitdem einige Arbeiten®)*)*) erschienen, die den von 0 ver- Abb. 3 
schiedenen Aufspaltungsfaktor eines Halbschalenelementes, zu denen auch das N 
Eu gehört (4f”6s2), durch ‚exchange polarization‘: erklären, (d. h. durch über- 
wiegende Wechselwirkung aller zum Spin der Halbschale parallelen s-Elek- gangss 
tronen). So läßt sich damit der von Woodgate und Martin’) am Atom- allg 
strahl gemessene Aufspaltungsfaktor des Mn (3d-Halbschale, 3d°4s?) A,(Mn) = cine 3 
+2,4141 mK nach Heine®) zu A, = +2,7 mK berechnen. Ebenso kann der zusam 
durch paramagnetische Resonanz am Mn-Ion ermittelte Aufspaltungsfaktor den ai 
Ay (Mn**) = —9,3 mK®) nach Wood und Pratt®) zu A,(Mn*+) = —7,1 mK Etaloı 
und nach Heine®) zu —9,8 mK berechnet werden, während man nach Abra- wonne 
gam, Horowitz und Pryce!) unter der Annahme von Konfigurations- uhöe: 
störungen nur A, (Mn++) = —0,9 mK erwarten sollte. Für den Grundzustand — 
des N,, (2p-Halbschale, 2p°2s?) hat Blinder’) kürzlich mit „exchange polari- sat en 
zation’ den Aufspaltungsfaktor Ao(Ny4) = + 10,07 Me/sec + 0,3357 mK e und 
berechnet, was mit dem experimentellen, durch Mikrowellen bestimmten Linie 
Wert A, = + 10,45 Me/sec = + 0,3483 mK 1!) 12)13) sehr gut übereinstimmt. Auf 
Grund dieser Erfolge am Mn und N scheint die Deutung durch ‚‚exchange ihe 
polarization‘, wenn auch für die Grundzustände des Eu (A,(Eu,;,;) =—0,67mK; bezeic! 
Seite 
zur Au 
5) V. Heine, Physic. Rev. 107, 1002 (1957). vorhet 
6) J.H. Wood u. G. W. Pratt, Physic. Rev. 107, 995 (1957). durch 
7) $.M. Blinder, Bull. Amer. Phys. Soc., 5, Nr. 11, 14 (1960); und freundliche in Ab 
private Mitteilung. halter 
8) G.K. Woodgate u. J.S. Martin, Proc. Physic. Soc. A 70, 485 (1957). der F 
®) H.Kopfermann, Kernmomente, Akad. Verlagsges., Frankfurt 1956. zen A 
10) A. Abragam, J. Horowitz u. M.H.L. Pryce, Proc. Roy. Soc. London A 230, a= 
169 (1955). denen 
7 11) M.A. Heald u. R. Beringer, Physic. Rev. 96, 645 (1954). von | 
Bas j 2), W.W. Holloway u. R. Novick, Physic. Rev. Letters 1, 367 (1958). etn 
_ a L. W. Anderson, F.M. Pipkin u. J.C. Baird, Physic. Rev. 116, 87 (1959). u 
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r 
Aj(Evy5;**) = |3| mK™4)) unseres Wissens noch keine entsprechenden Berech- 
nungen vorliegen, doch einen hohen Grad von Realität zu haben. BG, 


e) 24594 und A 7584 


Die Resonanzlinie A 4594 (a8S9)2 — y®P5j2) gibt die Möglichkeit, einen der 
drei y® P-Terme zu analysieren, in denen die Spinsumme der beiden 6s6p-Elektro- 
nen null ist. Abgesehen von der verkehrten Lage des oberen Terms ist das Über- 


140,9 -87,0 
+ 7,0 +15 


y=la,b‘) x=(d/a,e') 


Eu 753: 


0 +570 +682 

+0,2 +02 #205 +05 +10 

Abb.3. Perot-Fabry-Aufnahme von A 4594, stark vergrößert. (Bezüglich Fehler- | 
angaben siehe Abb. 1) 


gangsschema von A 4594 das gleiche wie von 4 6865. Die zum Teil noch un- 
sicheren Ergebnisse einer früheren Untersuchung dieser Linie?) sollten =. 
eine Neuvermessung vervollständigt werden. Eine Aufnahme zeigt Abb. 
zusammen mit den Meßwerten; diese wur- 


den aus Aufnahmen mit vier verschiedenen :10 -50 0 +50 
Etalondicken (zwischen 15 und 25 mm) ge- | (2) 
wonnen und sind soweit sie zum Buys 4=-6.98 +0,08 

gehören — in Abb. 4 in der früher!) beschrie- B=+00124+0.0025 

benen Weise ausgewertet. Im wesentlichen ee 

ist es die saubere Trennung der Komponenten 

e und f, die hier eine sichere Analyse der re 


Linie ermöglicht. 


In Abb. 3 ist zu erkennen, daß das Eu,,; als 
wenig aufgelöster Komplex (zunächst mit x und y = 
bezeichnet) wahrscheinlich nur auf der langwelligen lef) la} 
Seite von b liegt. Ehe aber die Komponente 6 mit 
zur Auswertung herangezogen werden konnte, mußte 
vorher entschieden werden, ob sie nicht eventuell 


(mk) Euy57 


durch Eu,;, beeinflußt wird. Betrachtet man dazu aan ud 

in Abb. 4 zunächst nur die Punkte, die bnicht ent- 
halten, so könnten bei übertriebener Ausnutzung Abb. 4. Graphische Ermittlung von 
der Fehlergrenzen Wertepaare zwischen den Gren- A’, Ban 4 4594 für Eu,,, 


zen A’ = —7,0; B’ +-0,012 mK und A’ = —7,6; 

B’ =0mK (gestrichelte Linie in Abb. 4) möglich sein. Entwirft man mit verschie- 
denen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wertepaaren A’, B’ die Aufspaltungsbilder 
von Eu,,ı und Eu,,, (für Eu,;,; mit A’/A’ und B’/B’ aus (1) berechnet), so ergibt je- 


14) B. Bleaney u. W. Low, Proc. Physic. Soc. A 68, 55 (1955). 
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doch der Vergleich mit dem Linienbild in Abb. 3, daß in jedem Falle die kurzwelligst Die 
Komponente von Eu,;5, f, noch auf der langwelligen Seite von b liegen muß. Die Ab. ied 

stände be, bd, be, bf könnten also höchstens zu groß gemessen sein, und eine en.f «en 
. sprechende Korrektur würde in Abb. 4 die b-enthaltenden Punkte noch weiter nach obaf haltene 
verschieben. Danach besteht kein Anlaß mehr zu zweifeln, daß A’, B’ durch die Lag PS 2) 
der ausgezogenen Geraden in Abb. 4, welche die Komponente f unberücksichtigt läßt, be 


stimmt sind. Die Abweichung der Punkte mit f läßt sich plausibel durch eine gering 
x „Anziehung“ von f durch e (von & 1 mK) erklären ®). 
Für die Aufspaltungsfaktoren des oberen Zustandes ergibt sich nach (4) 
nivers 


wenn man fiir A, den Wert von Woodgate benutzt, und mit x = 7/9 


Z A (y8Po9j2, Euy3;) = —7,50 + 0,09 mK 
Poo, = = + 0,012, + 0,002; mK. 
6 


N 


\ 


gemess. — 
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Abb. 5. Vergleich des berechneten Aufspaltungsbildes von A 4594 mit den Meßwerte 


In Abb. 5 ist die mit diesen Werten berechnete Struktur der Linie mit den 
Meßwerten unter der Annahme verglichen, daß yder Schwerpunkt von a’, b ist. 
Der — als Schwerpunkt von d’, a, e’ — rechnerisch ermittelte Wert x= 
—89,2 + 1,5 mK zeigt dabei mit dem experimentellen Wert x = —87,0 + 1 

Y . 
mK gute Übereinstimmung. 

5) Verschiebungen der Lage eines Punktes um einen bestimmten Betrag (z. B. 1 mk 
erscheinen in dieser Art der graphischen Darstellung im allgemeinen um so größer, j 
weiter der Punkt von der Ordinatenachse wegliegt. Das gilt entsprechend für die einge 
zeichneten Fehlergrenzen. 
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Die von Brix’) für A 7584 (z!P1). — e!S$).) angegebenen Meßwerte 
wurden mit dem in!) gefundenen A(e1089,,) neu ausgewertet. Das so er- 
haltene A, B 172), sowie die Isotopieverschiebungen (bezogen auf 4 f"öd? 
P$j2) und die sonstigen im vorigen erwähnten Daten sind in Tab. 1 zu- 
ammengestellt. 


Berlin-Charlottenburg, II. Physikalisches Institut der Technischen 
Universität Berlin. 
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Bei der Redaktion eingegangen am 15. März 1960. 


Termdarstellung bei der K-Serie der Rön 


tgenspektren 


Zu ] 
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Ausgehend von einem Aufsatz in den „Annalen der Physik“ betreffend nd 
Aufteilung von Termwerten bei Bogenspektren werden die K-Terme def 9 g 
Röntgenspektren in 3 Energiequanten aufgeteilt, derart, daß jedem durch 
die 3 Zahlen n, s, ! gekennzeichneten Impulsmomentquant ein Energiequant 
E,. E,, E, zugeordnet wird. Die Energiequanten E, und E, werden durc E, 
einfache, bereits bekannte Ausdrücke dargestellt. Zur Berechnung des Energie. dem 
quants E, werden Formeln angegeben, die Beziehungen zur Physik des Kerne Biel 
aufzeigen, und für die 3 Elemente !H, He und ®Li können die genauen Iso- der 
topenmassen berechnet werden. dem 

Die zur Darstellung von E, verwendeten Formeln enthalten einen für jedes yi 

g 


Element typischen Winkel ¢. Die cos e-Werte zeigen, als Funktion der Ord- 
nungszahl Z aufgetragen, eine eigentümliche Symmetrie insofern, als sie 
abschnittsweise entlang von Geraden angeordnet sind. Die Anordnung dieser 
Geraden führt auf Zahlenwerte, die zu den Fundamentalkonstanten der Atom- 
mechanik zu zählen sind. Die tang e-Werte der einzelnen Elemente erweisen | Die 
sich als bedeutsam für die chemische Bindung. Bei einer Anzahl der amf Ele 
häufigsten vorkommenden Verbindungen verhalten sich die tang e-Werte der Tab 
verbundenen Elemente umgekehrt proportional wie die Ordnungszahlen. Bei 
vielen anderen bekannten Verbindungen lassen sich die Verhältnisse der 
tang e-Werte durch eine Kombination der zugehörigen Ordnungszahlen mit Y 
Zahlenquadraten darstellen. Beziehungen gleicher Art bestehen zwischen 
tang-Werten der Elementenwinkel und der Achsenwinkel bei Kristallen. 


In einem Aufsatz ,,Termdarstellung bei Atomen mit 2 Elektronen‘ in den 
Annalen der Physik!) war eine Aufteilung eines jeden Terms 7 der Serie 
eines Bogenspektrums in einen Termwert R/n? des Bohrschen Kreises und 
einen Ergänzungsterm ¢ vorgenommen worden: 


t= T— Rjn. (1) 


Diese Ergänzungsterme ¢ konnten durch ganze Zahlen gekennzeichnet werden, 
und innerhalb einer Serie bildeten diese Zahlenfolgen arithmetische Reihen 
Abh 

1) A. Dziwoki, Termdarstellung bei Atomen mit 2 Elektronen. Ann. Physik #, 
579--597 (1943). 
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3. Ordnung. Eine dahingehende Untersuchung bei der K-Serie der Röntgen- 
spektren ergab, daß auch dieser Ergänzungsterm ¢ noch in 2 Terme aufzuteilen 
ist, so daß ein K-Term insgesamt in 3 Quanten zerfällt: 


= — (2) 
E 


Zu jedem durch die 3 Quantenzahlen n, s, ! gekennzeichneten Impulsmoment- 
quant gehört (was eigentlich ganz natürlich ist) ein Energiequant. In Gl. (2) 
ist Z die Ordnungszahl des Elements, x = 1/137 die Sommerfeldsche Fein- 
strukturkonstante. Z ist ganzzahlig, x w ird chnaialle ganzzahlig angenommen, 
und so wird auch die Größe b durch eine ganze Zahl (bzw. dure h einen aus 
2 ganzen Zahlen bestehenden Bruch) dargestellt. 


Die einzelnen Energiequanten gehen auf Geschwindigkeiten zurück; es ist 
8 
E,=—R-h-c-Z77 =—m,/2-(Z-v,) mit der Rydberg-Konstanten R, 
n 0 \ 1 bight, 
dem Planckschen Wirkungsquantum A, der Lichtgeschwindigkeit ce, der 
Elektronenmasse m, und mit der Geschwindigkeit v, = «  c des Elektrons in 
0 = 1 72 

. 7 Ie 
der ersten Bohrschen //-Bahn. Ebenso ist E, = — mp/2- (a -Z?-v,)%. Bei 
dem Energiequant E, muß man sich aus den Geschwindigkeiten Z-v, und 
b-v, das geometrische Mittel, also eine Geschwindigkeit v,, = /Z-b-1 
gebildet denken, und dann ist 


Ws 
E, = — = =°:Z-b- vj. 
Die Zahl b hat eine enge Beziehung zu der Größe 2/3-x-Z?. Das für jedes 


Element gültige b ist nach Gl. (2) aus dem Meßwert K berechnet und in den 
Tab. 1—4 als dyem jeweils in Spalte 4 eingetragen. Als K-Werte (in Spalte 3) 


014 6 ? RELL ELE 


Abb. 1. Die Zahlenwerte bi? g' als Funktion der Ordnungszahl Z, die Werte (ge? 
als Punkte entlang der Geraden (2/3 « - Z2)'? 


. 
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2 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 7. 1961 
sind jeweils 2 Werte angeführt; der obere Wert geht auf die Angaben in 
tiezler: „Einführung in die Kernphysik‘‘, Aufl. 5, S. 255—256, zurück, der 
untere Wert ist den Tabellen in Landolt-Börnstein, Bd.I, 1, 6. Aufl. 
entnommen. Die Wurzelwerte von gem, also b!/?, sind im Diagramm | ak 
Funktion von Z aufgetragen, desgleichen die Werte (2/3. a - Z?)!/*; letzter 
Funktion ist eine durch Null gehende Gerade. 


Der Funktion 6! sind 2 Ziele gesetzt; sie soll sich möglichst eng an die 
Gerade (2/3 - x Z2)V/? halten, soll aber für Z = 0 nicht durch Null sondern 
für Z = 1 durch 1 gehen. Der tatsächliche Verlauf der Funktion 5/2 ist ein 
Pu Kompromiß zwischen diesen beiden Forderungen. In Abb. 2 sind noch ein- 
mal für die 10 ersten Ordnungszahlen die b-Werte (nicht 5!/2) als Funktion 
er von Z aufgetragen; dieses Bild macht es besonders deutlich, daß die Funktion} 
für Z = 1 durch 1 geht. Auf die Tatsache, daß die b-Werte für He und Li 
stark streuen, wird noch weiter unten eingegangen. 


Fr 


01724 6 EM R 
Abb.2. b-Werte bei kleinen 
Ordnungszahlen 


So wie der Zahlenfaktor b eine Geschwindigkeit b - v, darstellt, so ist dem 
Ausdruck 2/3-x eine Geschwindigkeit 2/3 -«-Z?-v, zuzuordnen. Das 
verbindende Glied zwischen beiden stellt eine Geschwindigkeit g - v, dar mit 
der Beziehung b-v,-2/3-3-Z%-v,=g°-v?. Der Zahlenfaktor g kann mit 
Hilfe von Formeln errechnet werden, die weiter unten angeführt sind. Die 
mit Hilfe dieser Formeln ermittelten g-Werte sind als g!/2 = f(Z) in Abb. | 
eingetragen. Die Punkte, die sich um die Gerade gruppieren, sind die Werte 
 (g?/b)'’>; warum sie nicht immer genau auf der Geraden liegen, wird auch 
weiter unten erläutert. 


Alle an der Darstellung der Energiequanten E,, E, und E, gemäß GI. (2) 
beteiligten Geschwindigkeiten sind Teil eines Systems von komplementären 
Geschwindigkeiten, wie es in Abb. 3 dargestellt wird. So wie sich bei dem im 
Raum bewegten Elektron aus den beiden Komplementärgeschwindigkeiten ¢ 
und » die Lichtgeschwindigkeit ergibt (nach der Gl. v - » = c?), so führen alle 
in Abb. 3 verwendeten Geschwindigkeiten auf die Lichtgeschwindigkeit c. Es 
ist einerseits Z - v, das geometrische Mittel zwischen den beiden Komplementär- 
geschwindigkeiten e und x -Z°. v,, es ist aber auch Z- v, das geometrische 
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ıben inff Mittel zwischen den beiden Geschwindigkeiten 2/3-« -Z?-v, und 3/2: e. 
ick, der Daß g - v, das geometrische Mittel zwischen 5 - v, und 2/3 - « - Z® - v, ist, wurde 
;. Aufl,@ bereits als Bedingung genannt. Nun zeigt Abb. 1, daß die Punkte (g?/b)!/? 
m | ak™ nicht immer genau auf die Gerade (2/3 - x - Z3)V? = f(Z) fallen; das macht 
letztem ® aber nichts aus, denn wenn die Geschwindigkeit 2/3 -« -Z?-v, etwas (z. B. 
2°) größer ist als dieser Sollwert, so weicht die zugehörige Komplementär- 
geschwindigkeit 3/2 -c um 2%, von ihrem Sollwert nach unten ab, damit das 


har Produkt Z2.v? seinen genauen Wert hat; und zu dem um 2% zu kleinen 
ist Wert 3/2 ce gehört dann eine um 2%, nach oben abweichende Komplementär- 
ch ein- geschwindigkeit 2/3 - e, nur das Produkt aus beiden, die Lichtgeschwindig- 
unktion keit ec. muß immer seinen genauen Wert haben. 

ıktion b 

und Li 


Die beiden Komplementärgeschwindigkeiten 3/2 - ce und 2/3 - ce entsprechen 
dann genau den Verhältnissen bei dem im Raum bewegten Elektron. Sie 
treten aber in der weiteren Darstellung nicht auf, und ihre Verbindungslinien 
sind daher nur gestrichelt gezeichnet. Der stark ausgezogene Linienzug ver- 
bindet diejenigen Geschwindigkeiten, die bei der Energiedarstellung nach 
ist dem Gl. (2) eine Rolle spielen. Durch rechteckige Umrahmung sind diejenigen 


" Das Geschwindigkeiten in Abb. 3 gekennzeichnet, die auf jeden Fall ihren genauen 
gi: w- Wert haben müssen; hierzu gehören auch die Geschwindigkeiten b-v, und 
nn mi 


9*t). Sowohl b als auch g werden, wie die Tab. 1—4 zeigen, durch ganze 
d. Die} Zahlen dargestellt, und diese Zahlenwerte müssen genau eingehalten werden. 
Abb. | 
Werte 
d auch 


Mit Hilfe von neuen Auffassungen über die Beziehungen zwischen dem 
Gravitationsfeld und dem elektromagnetischen Feld (eine umfassende Dar- 
stellung ist im engen Rahmen dieser Arbeit nicht möglich), konnten Glei- 
chungen ermittelt werden, die eine Bestimmung des Faktors g ermöglichen. 
Gl. (2) # Mit der Zwischengröße 


6 1/4 \1/2 


2 sin -sine | sin? 
tc. Es . 98. sin? = - - 66 


nentar- 
trische 


a 
2 
“a er 2 as 
=: 
2 4 2 2 ie | 
2 ail 
Abb. 3. Komplementäre Geschwindigkeiten bei der Aufteilung der K-Terme 
(3) 
og 
(4) 
sin? e-c- 0? = coste-v, - 6 (5) ~~ 
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EN 
(3/2)* 


— ZA. 93/2. 


Neben den bereits erläuterten Bezeichnungen treten einige neue Größen aut. 
Es ist 

e ein für jedes Element typischer Winkel, 

rv, eine für Atomkernverhältnisse typische Geschwindigkeit, 

Zu, Ay. B, vg sind Konstante folgender Größe und Bedeutung: 

‚Jeder Elektronenschale ist eine bestimmte Anzahl positiver Kernladungen 


und Kernmasseneinheiten zugeordnet. Für alle Atome von Z = 3 (Li) bis 
Z = 94 (Pu) ist 


Z,,= 3 die Anzahl der positiven Kernladungen, die der K-Elektronen- 


schale zugeordnet sind, und 


A,,= 6 die Anzahl der Kernmasseneinheiten. a ot: 


Es gibt eine rae Kernmasseneinheit M, = ß* - m, mit 6 = 137 - 5/# 

42,8125, also M, = 1832.91 - m, mit der Elektronenmasse m,. Die beiden 
wichtigsten hr ana des Atoms, die Zahl x = 1/137 und ß bauen 
sich somit aus den Zahlen 4, 5 und 6 auf, denn man kann 137 = 42 + (5 +6)? 
setzen. 

Zu der natürlichen Kernmasseneinheit M, gehört eine Geschwindigkeit 
vg = ¢/P, so daß die Gleichung gilt ee cy tc 

M, vB = 


Die Zahl e steht in Beziehung zu den Geschwindigkeiten v, und vg, es ist 
€~ v/v, Die Zahl e muß folgende Bedingung erfüllen: sie muß durch eine 
ganze Zahl oder durch einen ganzzahligen Bruch darstellbar sein, das Produkt 
ev, darf sich nicht mehr als 1!/,%, (nach oben oder nach unten) von 1; 
unterscheiden, und sie muß die GI. (6’a) genau erfüllen. Die für jedes Atom 
ermittelte Zahl e ist in den Tabellen eingetragen, desgleichen die Abweichung 
A =e-v,/vg. Diese spielt bei der Modifizierung der Kernmasseneinheiten 
6: My, die der K-Schale zugeordnet sind, eine Rolle. Der Atomkern bildet 
aus den beiden Geschwindigkeiten e-v, und vg das geometrische Mittel 
vpg = AV? vg und esentsteht eine modifizierte Kernmasseneinheit M 
nach dem Impulserhaltungssatz (s. a. Gl. (8)]: 


M, M- UBB = UB 


„„\1/2 Da 
sin!/® ¢ . cost? ¢ - 413 anı 
B 
z 
Als 4. Gleichung kommt hinzu ei I 
Ma 
i 
ith zus 
| 1 sin 
In 
gal 
grt 
ein 
| 
4 
Pr 
U 
T a3 Ps 
9 
er 
R 
* F 
= 
je 
W 
if 


en auf, 


lungen 
ui) bis 


ronen- 


beiden 
bauen 
+ 6 


igkeit 


(8) 


es ist 
1 eine 
ydukt 
On vy 
Atom 
"hung 
reiten 
bildet 
Mittel 
it M 


(9) 
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Da jede (K, L, M...) Elektronenschale die ihr zugeordneten Masseneinheiten 
anders modifiziert, sind die gemessenen Isotopenmassen durch eine Summie- 
rung verschiedenartig modifizierter Massen entstanden und mit den hier 
berechneten Ergebnissen im allgemeinen nicht vergleichbar. Nur bei den 
Isotopen !H, *He und ®Li, bei denen alle am Atom überhaupt vorhandenen 
Masseneinheiten der K-Schale zugeordnet sind, ist eine genaue Berechnung 
erfolgt und diese ergibt eine befriedigende Übereinstimmung mit den gemesse- 
nen Werten. Eine Darstellung erfolgt weiter unten. 


Faßt man alle in Gl. (6’a) auf der rechten Seite befindlichen Konstanten 
zusammen, so erhält man 


sin!/ö ¢ g. 418/12 . gue . — ZA. 0,11286- 10-5. (ba) 


In bezug auf die zahlenmäßige Darstellung der b- und g-Faktoren bildet das 
ganze System der Elemente von Z = 1 bis 94 drei Gruppen: eine Achter- 
gruppe Z = 94 bis 87, eine 32er-Gruppe Z = 86 bis 55 und eine dritte Gruppe 
von Z = 54 bis 1. Alle b- und g-Faktoren einer Gruppe können auf einen 
einzigen Nenner gebracht werden. Tab. 1 zeigt die Achtergruppe. 


Tabelle 1 
| | 
| Z K b esse | tee |4= e 
Pu | 94 | 43 = ” ms 0,8995 | 0,486 0,0 | 13% 
| 
Np | 93 42 = = | = 0,891 | 0,5112 | 1 134 
| oa | $550, | 4050 | 288 | 182 | osso | | 1 | 13 
Pa | 91 | 8285 40,06 | 40 = 28 | Ue | 08085 | 0,571 1 123 
8080 39,03 | ao _ 117 | 116 
Th 90 8075,9 39,08 39 = u 3% | I: 0,856 0,6035 0,994 | 1255 
Ac | 89 | 7883 37,97 | 38 | | 0,844 | 0,636 1,002 | 
Ra | sg | 7665 S718 | | | 0,667 0,991 14 
Fr | 37 | 7465 96,22 | | | 0,818 | 0,02 | 0,99 1 


Die gewählten b-Werte (4. Spalte) sind ganzzahlig, die g-Faktoren leiten 
sich von diesen ab, indem man die b-Zahlen mit 3 erweitert und vom Zähler 
jeweils 1 abzieht. In jeder Gruppe ist sowohl bei den b- als auch bei den g- 
Werten mindestens eine Nenner-Zahl, die sich durch Potenzbildung aus nied- 
rigen Zahlen aufbaut (Fr mit b = 36 = 6? und Pu mit g = 128 = 27). Hat 
man b und g gewählt, so kann man e und v, aus Gl. (4) und (5) bestimmen. 
Gl. (6a) dient dann als Bestätigung der richtigen Wahl von g und der Zahl e, 
die ja mit obigen Einschränkungen keine eigentliche Unbekannte ist. Auch 
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5 ps 
(da) 
+7 
u ( 
35 
7 a 
om! 4 
| 
: 4 
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£ 
Z K bgem b g cose | tge |4 -e 
vg | Z 
| | 
Rn | | 7275 35,30 | 35,35 - = 35 | 0,8105| 0,723 | 0,998 
5 69 137 
at | a5 | 756 | 0 | | 0,799 | 0,7525] 1,003 | 
135 134 67° 3 
9 
Po | 84 | 6867 33,79 | 33,75 | 0.7887] 0,780 | 1,010 0 — 
6680 32,97 _ 132 | 131 
Bi | 83 | | | 0,777 | 0,810 | 1,010 — 
6486 32,30 _ 129 | 128 _ 
Pb | 82 | Gase | 32°33 | 3925 = | 7 = 32 | 0,765 | 0,8425) 1,010 s— 
6290 31,66 _63 _ 126 | 
Tı | 81 | 65996 3154 | 3150 | == | 0,7535| 0,873 | 1,015 
- —§Ce | 58 
6116 30,81 193 | 243 _ 3% 
Hg 80 6115,9 30,81 30,75 = z: | ir = 3; 0,739 0,912 1,005 9 
_|— GEB ——§la | 57 
5947 30,00 120 | 19 
Au | 79 | 5945,4 | 30,00 | 30 ie; a. | 0000| 1018 % 
| —B Ba 56 
5778 29,20 | 90: ar | 116_ weg i 
Pt | 78 | 3773,8 | 20, | 2925 - 15 0,717 | 0,972 | 1,015 9. 
5620 28,34 113 | i 
Jr | 77 | 5605,5 | | | 0,7040) 1,0085) 1,015 37 
| 5438 | 27,77 | | 110_ 55) 5 
Os | 76 | 5440,90 | 27,78 | 27.75 “FT | 2.000 Wah 
pale: = ht 
5254 27,42 108 | 107 gem. 
Re | 75 | 3379,0 | 3742 | 27.00 —|7 0,677 | 1,0875| 1,006 ei 
—| —— | = — P . 
5113 26,50 211 209 | 1 €T10 
W | | | 2638 0,6657| 1,120 | 1,007 
Anfa 
4966 | 25,70 _ 103 | 102 cn | 
Ta | 73 | 4965,5 | | 28,75 -T7 | | 6545) 1,155 | 0,005 | 8 
im N 
‘ 4794 25,27 _ 100 99 | | 3 
Ht | 72 | 4813,6 | 33/053 | | 0,6420 1,194 | 0,9935 731 Gold 
4672 195 | 193 a} zahl 
le | 1 | -7 0,630 | 1,232 | 0,992 bei 
| = — r 
4520 190 | 188 47 3p der 
Yb | 70 4516 ads | +z =F | 96180 1,271 0,9875 17 74 4 
Tm | 69 - | 0,606 | 1,3125 0,990 17 Ry 
9% | 1 
| | -= 0,5934| 1,357 | 0,9855 | 75) mel ( 
Ho 67 4110 | 21,70 21,88 = 41715 414 = 87 0,5850| 1,387 1 7 Scho 
4096 | 21,90 8 8 4 Dies 
ae | 3961 21,31 41 Ande 
Dy | 66 | 3961 | | | 1.433 | | 
3836 | 20,63 _ 165 | 164 41 | 5 
To | 65 | 3336 20.73 | 20,62 = | = = | 9560 | 1,480 | 0,993 67 
Ga | 64 | 3702 | 20,12 | 9913 = 161 | 160 _ 20 | 0,5502| 1,517 | 0,998 6 
3700 20,17 8 3 
gültig 


en 
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= Tabelle 2 (Fortsetzung) 
e | 
| = gem b g cose | tge | 4= e 
| 1"; 3 19,56 157 155 | fe 
; 577 7 _ 157 55 
+ Eu | 63 | 3573 19/62 19,62 “+ 5 | 0,5350 1,578 | 0,995 65 
10.8 — — — 
3447 19,12 _ 153 200: 3 
| — — — 
— pn | 61 | 3327 18,55 | 18,62 1 2 0,5093) 1,690 | 1,015 6 
1 
— 
: 3203 18,13 _ 145 141 | | 
na | 60 | 3909,6 | 18:01 18,12 | 0, 1,742 | 0,987 | 65 
3090 17,57 141 137 „1 
4 2973 17,11 137 133 | | «8 
ce | 58 | 5979.1 | 17.04 17,38 | | 0, 4756 1,850 | 0,994 
— - 
4 2861 16,66 _ 133 2 | u 
la | 57 | 9867,5 | 16:57 16,62 | | 0,4640 1,909 | 1,0015 | 5, 
; 2750 16,25 129 125 ER: ee 
—B Ba 56 2757,6 16,12 16,12 = = =e 0,4535| 1,968 1,005 5 i 
Cs 55 2650,3 | 15,68 15,63 = = = 0,4419) 2,030 1,004 
3 muß näherungsweise Gl. (7) erfüllt sein, was als Bestätigung der richtigen 
3 


ao 


| mbes | 


-ı | | 


Wahl von b angesehen werden kann, falls man nicht vom MeBwert bgem aus- 
geht. Weitere Bestätigungen erhält man über die cos e- und tang e-Werte, 
wie noch weiter unten ausgefiihrt wird. Tab. 2 enthalt die Elemente der 32er- 
Periode; der gemeinsame Nenner fiir die g- und b-Zahlen ist 8, für die 12 Ele- 
mente mit Z = 75 bis 86 sind Kürzungen auf 4 möglich. Der eigentliche 
Anfang der beiden Zahlenreihen liegt beiZ = 55; hier hat g im Zähler 121 = 11? 
und 6 = 125 = 59, Blei hat g = 32 = 2°; Quecksilber hat als Ausnahme bei b 
im Nenner eine acht, dafür aber im Zähler die Potenzzahl 243 = 35, Bei 
Gold ist b = 30, und es steht b über ein Zahlenquadrat mit der Ordnungs- 
zahl in Verbindung: 30 + 7? = 79 (über die Bedeutung der Zahlenquadrate 
bei der chem. Bindung s. w. u.). Wolfram hat hohe b- und g-Zahlen, aber 
der Zähler von b steht über die wichtige Zahl 137 mit Z in Verbindung: 
14 + 137 = 211. 


Bezüglich des Gültigkeitsbereichs der Formeln (4), (5) und (6a) ist zu sagen, 
daß (4) und (5) für alle Atome von Z = 94 bis Z = 1 verbindlich sind. For- 
mel (6) hingegen ändert zweimal ihre Struktur, einmal bei Z = 77 und dann 
noch einmal bei Z = 64. Formel (6a) ist also nur gültig für Z — 94 bis 78. 
Schon für Z = 77 ist die linke Seite der Formel (6a) durch tg!/* e zu dividieren. 
Dies geschieht an der Stelle des periodischen Systems, wo tge = 1 ist; diese 
Änderung bringt also keine Unstetigkeit in den Kurvenverlauf, was ins- 
‘omeanes bei cose = {(Z) in Abb. 5 ersichtlich ist. Es ist also 


= ZA. e3/2 . 0.11286 - 10 (6b) 


an 


gültig für Z = 77 bis 65. er ‘ 


% 
3 91 
2 
: 2 
_ 
1 
st 
8 
4 7 
I- 
1 
3 
8 
2 
> 
9 
I< 
x 
= 
7 
4 = 
65 
8 cos”'* : 


gem 


2347,37 | 15.28 
| 23.15 14,78 = 
14,33 = 43 _ = 
wie 1879,33 13,53 12,55 
HS | 11,84 -#-% 
Ru | 44 151 11,45 
Te 4 1507 | 11,260 _ 
Mo 18,300 10,885 - 2 
ze | 40 | 12355, | 15 | 30 
33 | | 82420 3,418 308 

7,880 | 7,887 =) 284 

483 

7,006 


- 
cot 


\ =! 


| 


- 
col es 


| 


el 


| 
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Tabelle 3 
| Z K | b vg e | 
g cose |. tge A= & 
— 
3 
> 2,091 | 0,996 | re | 
“ i 
| | 
0,4177 | 2,176 | 0,995 | m | 
0,4046 2,260 | 0,992 | cr | 
= 2,300 | 0,992 | v | 
0,3854 | 2,40 | - 0,995 
as. E 
|0%3752| 2,170 | 0,998 | 
12 |0,3660| 2,544) 1,011 
> 0,3565 | 2,625 | 0,9925 
1 | | i 
0,3479| 2,70 | 1,006 | —- 
| | Ar 
88 9 | 7 
=— 2 4 
9 | 93350 | 2,810 | 0,90 
2,904 | 0,99 | 
3 
59 | N) 
0,3150 | 3,012 | 0,996 
46 173 P | 
6 1B) 0,3055 | 3,12 | 
= 0.2975 | 3,208 
6 is 0,289 3,316 Al 
3,430 | ı 
86 _ 143) „9619 | 3,690 | 1,009 — 
36 18 
= 02520 | 3,845 | 0,994 
131 
1 | 
| %2428| 4,00 |. 0,98 
|—_ 
-7 [0,2364 | 4,115 | 1,01 | 
0,2290| 4,25 | 1,01 | 
| 0,2196 | 4,45 1,00 : 
| 02118| 4,618 | 0,99 
| 0,2030/ 4,822 | 0,990 | Be 
200 50 | 
|%1946 5000 | 0,902 | 
190 95 | 
—— een 7 4- He 
|%1870| 5.26 | 0,9955 | 4; 
0,1798 | 5,473 | 0,996 | 4] A 
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Tabelle 4 


| 


- 


It 


_ 
< 


e|*% S| 
| 


| 


oo 


208,0 


| 


- 


| 


- 


115,2 
114,8 


wae 
| ool 


li 


| 


| oot — 


| 


| 


- 


| 


II 


| ale col or) 


| 


0,1728 5,695 | 1,000 
0,1642 6.008 ose 
0,1570 6,290 | 0,985 
0,1510 6,528 | 0,994 
0,4131 6,910 | 1,000 
sm 1,224 | 0,9925 
0.100 “4 7,632 | 0,998 
0,1225 3,110 | 0,998 
0,1153 8,61 1,010 
0100 1.0085 
0,1034 
0,09675 10,29 
0,09060 10,99 1,0075 
| loses 
0.0773 | 12,90 |1018 
0,9717 13,90 0,990 
0,06555 15,23 | 0,985 
0,0506 16,73 0,991 
0,0539 18,52 | 0,990 
0,04815 | 20,73 | 1,009 
| 0.04224 23,64 | 0,986 
| 0,03670 27,20 | 1,012 
| 003085 | 32,40 | 0,989 
0,0237147 | 


0,0140859 | 71,00 


0,00920172| 108,68 


42,15 | 1,004558 13 


4 


| -ı 


1,00961 | 22 — 


0,995316. 37 


2 
} 

| 
E 
E 

1 Poo] = | 5 4 

JRE NE] 2,778 = | 


9 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 7. 1961 


2 
BEN  BeiZ= 64 ist die strukturelle Änderung der Formel (6’a) etwas umfassender; 
die linke Seite ist durch den Faktor k = tg? - g - AU2. 


zu dividieren. Somit ist 


i 11/6 , 77/4, 45/4, gizlı2 
¢ 19/12 gisis — 7a. Zu Ay -6 
A g = | ZA. (be ) 


gültig für Z = 64 bis Z=2. Mit Z,=3 und A, = 6 erhält man durch 
Zusammenfassung der Zahlenkonstanten 
sin!3/6 


cos?! ¢ 


€ 


.\5/6 
Alone — bad . ZA. p5l& . 3/2 .0,848602 103 (be) 
B 


gültig für alle Z = 64 bis 3. 


= Auch bei dieser Änderung der Formel (6) ist der Faktor k für Z = 64 in 
der Größenordnung von 1, und auch hier macht sich keine Unstetigkeit im 
Kurvenverlauf von cos ¢ bemerkbar. 


Die 3. Gruppe mit dem gemeinsamen Nenner 36 beginnt bei Z = 54; auch 
hier haben die Zahlen im Zähler von b und g einen einfachen Aufbau; für b 
ist es die bekannte Konstante 1/x = 137, für g die Zahl 132. Man kann die 
beiden Zahlen auch darstellen als 132 = 27 + 2?; 137 = 27 +32. Die ersten sie 
9 b- und g-Faktoren dieser Gruppe, also mit Z = 54 bis 46, lassen sich auch b-V 
mit dem gemeinsamen Nenner 9 darstellen. Chlor hat den Wert b = 5, Sili- der 


cium hat e = 5. Bei Sauerstoff ist g = a bemerkenswert, weil hier g der 1 
am nächsten kommt. O, N und C haben einfache e-Zahlen: 64, 7 und 7}. = 


Wie eine Betrachtung der Punkte längs der Geraden in Abb. 1 zeigt, werden bn 


die prozentualen Abweichungen g?/b von dem Sollwert 2/3-«-Z? [nach gp 
Gl. (7)] fiir die kleinen Ordnungszahlen schon betrachtlich; so ist z. B. fiir Or 
Be (Z = 4) g?/b = 0,106, jedoch 2/3-«-Z® = 0,078, also beträgt die Ab- hal 
weichung 36%. Zur Erklärung dieser Anomalie muß hier auf eine Eigen- We 
tümlichkeit hingewiesen werden, von der bereits eingangs dieser Arbeit die der 
Rede war; gemeint sind die Ergänzungsterme t nach Gl. (1). Bei den Bogen- I: 
spektren konnten diese t-Werte angenähert durch arithmetische Zahlenreihen git 
3. Ordnung dargestellt werden. Bei den Röntgenspektren entspricht diesem Koy 


t-Wert die algebraische Summe — o?-Z4+Z-b = Z*—K [nach GI. (2)], 28) 
also die Summe der beiden Energiebeträge E, und E,. Daß E, und E, einen 


engeren Verband bilden, mag darauf zurückzuführen sein, daß die zugehörigen de 
durch s und / gekennzeichneten Impulsmomentquanten — normalerweise — At 
miteinander gekoppelt sind. Diese Ergänzungsterme Z? — K unterliegen nun hae 
ebenfalls einer einfachen Gesetzmäßigkeit: abschnittweise sind sie entlang 
von geraden Linien angeordnet, wenn sie als f(Z) aufgetragen werden, wie es qu 
Abb. 4 bis 6 zeigen. Und zwar sind es verschiedene Funktionen der Größe = 


Z2 — K, die hier auftreten. In Abb. 4 ist es Z?/(Z? — K), in Abb. 5 die Größe wi 
(Z? — K)!/2, in Abb. 6 die Größe Z?— K selbst; ähnliche Darstellungen lassen 
sich auch für die höheren Ordnungszahlen finden. Die Abschnittsgliederung ™ 


| geh 
n 
| von 
dan 
| facl 
4 18 
| läßt 
lich 
| sie 
| der 
| ben 
rise 
ans 
sch 
| Abi 
und 
| wo 
| gen 
lieg 
Ab! 
7) 


nder; 
/3 


. a2 


(6e') 


lurch 


(be) 


geht streng nach Zahlenquadraten vor sich. Die erste Serie beginnt mit 
Z=4= 2 und umfaßt 2- 3? Einheiten, sie wird ergänzt durch eine Serie 
von 2? Gliedern (Z = 22 — 25); der Abschluß ist Z = 25 = 5%. Es folgen 
dann 3 Serien mit je 9 = 3? Gliedern. Die Funktionen lassen sich durch ein- 
fache Geradengleichungen kennzeichnen, wie aus den Bildern ersichtlich ist. 


Die Art dieser Gesetzmäßigkeiten 
läßt keinen bisher irgendwie ersicht- 
lichen Grund erkennen. Man könnte 
sie als ein nach möglichst umfassen- 
der Symmetrie ausgerichtetes Stre- 
ben oder auch nur als eine spiele- 
rich e Laune der Atommechanik 
ansehen. Immerhin gibt diese Er- 
scheinung eine Erklärung für die 
Abweichungen bei der Formel (7), 
und man kann in solchen Fällen, 
wo kein oder auch nur ein sehr un- 
genau gemessener Wert von 6 vor- 
liegt, diesen aus den Formeln in 
Abb. 4 bis 6 bestimmen, wenngleich 
auch nur mit einer Toleranz von 
etwa 2%. Denn genau dürfen diese 
Beziehungen nicht gültig sein, da 
sie sonst mit der Ganzzahligkeit der 
b-Werte in Konflikt kommen wür- 


den. So kann man für Sauerstoff, _ 

Z = 8, aus der in Abb. 4 gegebenen 
Geradengleichung Z* — K = 25,04 
und hieraus 
b„ = 3,157 ermitteln; wenn man 
nun weiß, daß alle b-Werte in diesem _ 


=—o2. 


Ordnungszahlbereich im Nenner 36 


haben und die Toleranz dieser b- — 


Werte etwa 2%, beträgt, kommen für 
den Zähler nur die Zahlen 110 bis 
113 in Frage; als richtiger Wert er- 


gibt sich bei näherer Nachrechnung = 
nit Hilfe der Gl. (4) bis (6) 112/36—= 


28/9. 
Auch kann man jetzt mit Hilfe 
der Ergänzungstermdarstellung in 


Abb. 4 eine Erklärung dafür geben, warum, wie schon zu Abb. 2 vermerkt 
worden war, die b-Werte von Li und He von der b-Geraden so stark ab- 
weichen. Da die Gliederung der Ergänzungsterm-Serien streng nach Zahlen- 
quadraten erfolgt und das erste Glied mit Z = 2? beginnt, sind He und Li 
an diese Serie nicht angeschlossen und können Sondergesetzlichkeiten ent- 
wickeln, wie weiter unten noch vermerkt werden wird. : 

Und noch in einer Hinsicht ist diese Ergänzungstermdarstellung bemerkens- nn 
wert. Trägt man für die nach GI. (4) bis (7) berechneten Winkel die cos e- 
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>; 3? 


Abb. 4 bis 6. Ergänzungsterm-Funktionen 
in Abhängigkeit von der Ordnungszahl 
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Werte als Funktion von Z auf (Abb. 7), so erhält man ein ähnliches Bild: 
Die cos e-Werte sind abschnittweise entlang von Geraden angeordnet, und 
diese Geraden bilden ein bestimmtes System. Alle cose-Werte zwischen 


- 


20 48 20 18 32 36 52 56 60 64 66 72 76 00.54 68 92 96 100 14 108 


ey Abb. 7. cose als Funktion von der Ordnungszahl; abschnittweise Anordnung entlang 


von Geraden 


Z = 54 (dem SchluBglied der zweiten 18er Periode) und Z = 94 liegen auf 
einer Geraden, die auf der Ordnungszahl-Abszisse bei Z = 18 anfängt und 
die Gerade cos e = 1 bei Z = 102 schneidet. Bei Z = 102 (dem bisher äußer- 
sten Element Nobelium) ist cose = 1, der Winkel e= 0. Daraus wäre zu 
schließen, daß über Z = 102 
EA 64 56-0 hinaus keine weiteren Ele- f Ge 
sofern Gl. (6a) ihre Struk- $ sel 
tur in diesem Bereich nicht f Ta 
ändert. Gl 
Alle cose-Werte zwi-f — 
schen Z = 44 und Z = 54 
liegen auf einer Geraden, 
die den Punkt Z = 12 auf | (n 
der Abszisse und den Punkt / m 


-50 10 20.30 40 50 60 70 60 90 10010 10 80 HO Z— 110 auf der cose = 

u = Abb. 8. System der cos e-Geraden; 2. Differenzreihe 1-Geraden verbindet. | 
u der cos e = 1-Schnittpunktzahlen Alle cose-Werte zwi. | au 


schen Z= 28 und gle 

liegen auf einer Geraden, die Z = 6 auf der Abszisse und Z = 124 auf der | gu 

q cos € = 1-Geraden verbindet (Abb. 8 zeigt in kleinem Maßstab noch einmal | ein 

die gleichen Streckenverhältnisse mit den Schnittpunkten aller cos e-Geraden f 4: 


mit der cos e = 1-Geraden). Na 
ot Ferner liegen alle cose-Werte zwischen Z = 12 und Z = 18 auf einer 
Geraden zwischen den Punkten Z = 2 und Z = 142, und alle cos e-Werte | die 
zwischen Z = 1 und Z = 12 auf einer Geraden zwischen Z = — 2 auf der 


Abszisse und dem Punkt Z = 190 auf der cose = 1-Horizontalen. Die erste 
Differenzreihe der Schnittpunktzahlen auf der Ordnungszahl-Abszisse zeigt } nu 
die Zahlen 4, 4, 6, 6 (Abb. 7 links unten); die zweite Differenzreihe der 
Schnittpunktzahlen an der cos e = 1-Horizontalen (Abb. 8 rechts oben) weist 
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die Zahlen 6, 4 und 30 = 5 - 6 auf; es treten hier also insgesamt nur die Zahlen 
4,5 und 6 auf, die beim Aufbau der wichtigsten Zahlenkonstanten des Atom- 
systems Verwendung finden, wie bereits weiter oben vermerkt worden war: 
Ia = 137 = 2 + (5 + 6)? und B = 137 5/4. 

Mit der Genauigkeit bei der Anordnung der cose-Werte entlang von 
Geraden verhält es sich etwa so wie bei den Ergänzungstermen; man kann 
für die cose-Werte zwischen Z = 54 und Z = 94 eine Geradengleichung 
cos e = (Z — 18)/84 angeben, aber die so errechneten Werte zeigen gegenüber 
den in Tab. 1 bis 4 angegebenen Abweichungen bis zu 2%. Ähnliche Geraden- 
gleichungen lassen sich für die anderen Abschnitte angeben. 


Hier ist auch noch einmal auf die bereits erwähnte Tatsache hinzuweisen: 
Dadurch, daß die Atommechanik der Gl. (7) eine gewisse Toleranz beläßt, 
ist sie in der Lage, durch geeignete Wahl der b- und g-Zahlenfaktoren die 
eigentümlichen Symmetrie-Effekte (abschnittweise angenäherte Anordnung 
längs von Geraden) bei den Ergänzungstermen Z* — K und den cos e-Werten 
zu erzielen. 

Es sind noch die genauen Isotopenmassen für *Li, “He und !H zu berechnen. 
Wie schon weiter oben vermerkt wurde, ist diese Berechnung mit Hilfe der 
Elemente des Energiequants E, (Impulsmoment- Quantenzahl /) der K-Schale 
möglich, wenn alle am Atom überhaupt vorhandenen Kernmasseneinheiten 
dem K-Niveau zugeordnet sind. 

Lithium, dessen Ergänzungsterm dem Seriengesetz nach Abb. 4 nicht mehr 
unterworfen ist, zeigt in der Wahl seiner b- und g-Zahl einige Besonderheiten. 
Gemäß Tab. 4 ist g = 1/3, also der Nenner gleich der Ordnungszahl, ferner 
ist b = 137/2- 36, der Zähler also gleich der Konstanten 1/& = 137; und 
schließlich ist e = 13 eine ganze Zahl. Gültig ist für Li die Gl. (6c). Laut 
Tab. 4 ist der Isotopenfaktor A = 1,004558, somit A1/? = 1,00255. Nach 
Gl. (9) ist demnach die Isotopenmasseneinheit My; = M,/A1/? = 1828,20 - my 
= mıı/6 mit M, = 1832,91 - m,, wie bereits weiter oben angegeben worden ist. 
Mo 1007582 _ 1,00501 ist 
2/6 1,00255 
.- Abzug der 3 Li-Elektronen), so ergibt sich daraus eine Protonenmasse 

= 1837,36 - mp. 

"Bei 4He tritt als Besonderheit an den Zahlenfaktoren b = = und g = 
auf, daß die Differenz von Nenner und Zähler des g-Faktors, BR. 36 —5= Ry 
gleich dem Zähler des b-Faktors ist. Für *He gilt Gl. (6c’) mit Beriicksichti- 
gung der Tatsache, daß die Anzahl aller vorhandenen positiven elektr. Ladungs- 
einheiten Z, = 2 und die Kernmassenzahl A, = 4 ist. Laut Tab. 4 ist 
A = 1,00961, A1/2 = 1,004796; somit ist Me = M,/A!!? = 1824,16 - my=Mmpe/4. 
Nach Literaturangaben ist mar = 1,00688; mit diesem Wert erhalt man hier 


He/4 
die Protonmasse m, = 1836,71. 


Für 1H ist b= 1 und g =. 36. Die Gl. (2) ist allerdings in diesem Fall 


Da nach Literaturangaben das Verhältnis 


nur erfüllt, wenn man hier E,=—-m'vi= — = negative potentielle 


Energie setzt. Eine Konsequenz liegt darin, daß E, = + m,/2- vj eine posi- 
tive (kinetische) Energie darstellt. Es ist möglich, daß es sich hier im Falle 
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Wasserstoff um eine Strukturänderung der Formel (2) handelt, so wie 
Formel (6) einige Male ihre Struktur geändert hat. Die Auffassung 5b = | 
fiir 1H erweist sich auch als richtig bei der Berechnung der genauen Proton- 
masse, und auch der auf dieser Basis errechnete tg e-Wert gibt, wie noch bei 
der Betrachtung über die chem. Affinität gezeigt wird, befriedigende Ergeb. 
nisse. 

Für 1H ist Formel (6c’) verwendbar, wenn man Z = 1, b= 1, Z, =1 
und A, = 1 berücksichtigt und ferner 2 Änderungen vornimmt: Im Nenner 
der rechten Seite ist statt 3/2 eine 2 einzusetzen, und die linke Seite ist durch 
tge zu dividieren; so wird ‘iia 
5/6 ER. . g7h2 


sin?” ¢ . Alone 14/3 _ 6 |’ 


gültig für 1H. Man erhält e = 37 = 137 — 102, bemerkenswert dadurch also, 
daß e über ein Zahlenquadrat mit 1/« in Verbindung gebracht werden kann. 
Der Isotopenfaktor wird A = 0,995316, 41? = 0,997655, somit m, = M,/A!" 
= 1837,217-m,. Dieser Wert liegt sehr nahe an dem über *Li gewonnenen 
1837,36, er weicht etwas mehr von dem Wert 1836,71 ab, der über *He ge- 
wonnen worden war. 


= 


i Einfluß der tang e-Werte auf die chem. Affinitit q 


Bei einer Anzahl von chemischen Verbindungen häufigsten Vorkommens 
läßt sich nachweisen, daß sie bevorzugt solche Elemente enthalten, bei denen 
sich die tang e-Werte umgekehrt proportional wie die Ordnungszahlen ver- 


halten. 
So gilt bei Sauerstoff und Eisen Be ~ 6696 4 g mit Zre = 26 
und Zo = 8. Die häufigsten Eisenvorkommen sind Magneteisenstein Fe,C,, 
Roteisenstein Fe,O,, Brauneisenstein 2Fe,0,-3H,O und Spateisensteiu 


FeCO,. Wichtig ist auch Fe(OH),, Eisenrost. 


Bei Na—Ca-Verbindungen ist te = 77 (gemeint sind hier und im folgenden 


die tg e-Verhaltnisse; die tg e-Werte sind den Tab. 1 bis 4 zu entnehmen) mit 
Zxa = 11 und Zca = 20. Hauptnatriumvorkommen ist der Kalknatronfeld- 
spat Na(AISi,Q,) - Ca(Al,Si,0,). 

Die Magnesium-Silikate sind (neben den Carbonaten) die haufigsten Mg- 
Vorkcmmen, wie Olivin, Enstatit, Serpentin, Talk, Meerschaum usw. Es 
ist u mit Zyg = 12 und Zs, = 14. In dem Magnesiumsulphat 


Kieserit MgSO,- H,O ist 7-5 mit Zs = 16. In Carnallit MgC, - 


Ss 73 
KCl-6H,O bestehen drei derartige mit Zc = 17; 


Cl 12 
Mg _19 19 
de mit «= 19 und x =7 Im Kainit MgSO,- KCl sind mit den 
soeben erwähnten Beziehungen sogar 4 Elemente vereinigt, deren tg e-Werte 


sich umgekehrt proportional wie die gg verhalten. Hier ist auch 


ae 
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Im Alaun KAI(SO,), : 12H,O bestehen 3 solcher Beziehungen. Es sind 
Ss 19 Al 16 
K-23 3 mit Za =13 und Zx = 19; ferner K~ie und = = a5. Im Kali- 
feldsp a K(AISi,O,), dem Hauptvorkommen von Al, sind ebenfalls 3 solcher 
Beziehungen vorhanden; neben dem bereits erwähnten K/Al-Verhältnis ist 
Al 14 Si 19 
und demnach auch 

Bei Gips CaSO, -2H,0 ist mit Zc, = 20 und Zs = 16. 

In den wichtigsten A - Phosphorit Ca,(PO,), und Apatit ist 
+= mit Zp=1ö. Im Wavellit 4AIPO,-2Al(OH),-9H,0 ist 
5-1 3 mit Za = 

Mm a Tab. 5 sind die tang e-Verhältniszahlen der vorstehend erwähnten 
Art durch starke Umrahmung hervorgehoben; es handelt sich also um die- 
jenigen Zuordnungen von je 2 Elementen, bei denen sich die tg e-Werte um- 
gekehrt proportional wie die Ordnungszahlen verhalten. 


Bei den weitaus meisten Verbindungen aber, von denen eine Anzahl der 
wichtigsten nachstehend aufgeführt sind, wird das Verhältnis der tg e-Werte 
durch eine Kombination von Ordnungszahlen und Zahlenquadraten dar- 
gestellt. Zuweilen treten auch die 3. Potenzen 2°, 3? und 5? auf. 


Im Beryll Be,Al,(Si,0,,) verhalten sich die Tangenswerte von 


O 7 33 O 
= 8 = = GS 
mit Zo und Zge = 4; ferner a außerdem 


= Die gleichen Bindungsverhältnisse sind im Euklas ), 
im Chrisoberyll Al,(BeO,) und Phenakit Be,(SiO,) wirksam. Bei dem kristalli- 
sierten Doppelsulphat K,Be(80,) -2H,O sind die Tangenswerte = = 4, 
2 16438 16 
ferner > = 75 = 35 mit Zs = 16 und Zp = =>. 
Im Kristall Euklas ist der Achsenwinkel « = 100° 16’; on = 5,54. Es 
besteht zwischen dem Elementenwinkel des Sauerstoffs &, und diesem Achsen- 
tg e 2 2 
winkel das Verhältnis ; ferner ist be _ - . Diese 
Verhältniszahl ist insofern bemerkenswert, als sie mit dem tg e-Verhältnis 


von - in H,O, Wasser, übereinstimmt (offenbar der Einfluß der OH-Gruppe 


im Euklas) und die 3 Zahlenquadrate des Pythagoräischen Elementardreiecks 
(s. w. u. Abb. 9) verwendet. Bei Phenakit ist der Achsenwinkel x = 108° 1’; 
tga = 3,08. Es bestehen die Beziehungen — =6= mit Zo = 8 
tg 2 2 N 


tg 
und Zpe = 4. ferner mit Zpe = 4. 


Die Achsenwinkel der Kristalle sind sämtlich dem Band: ,,Spe zielle. 
Mineralogie’ von F. Machatschki entnommen. Bezüglich der Genauigkeit 
der tang-Werte bei den Achsenwinkeln ist zu bemerken, daß diese im all- 
gemeinen nicht an die Genauigkeit der bei den Elementenwinkeln erreichten 


- 
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herankommen ; hier sind die tg e-Werte auf etwa 4 Stellen genau gerechnet 
(sofern man die richtigen b- und g-Zahlen gewählt hat). 


Die tang-Werte der Achsenwinkel werden insbesondere bei Winkeln in der 
Nähe von 90° (mit sehr hohen tang-Werten) recht ungenau. 


Das Element Bor zeigt eine große Affinität zu Sauerstoff; B kommt immer 
nur in gebundenem Zustand von Form von Borsäure H,BO, oder Salzen von 
Borsäuren vor. Die Tangenswerte von Wasserstoff und Bor — ein sehr 


einfaches Verhältnis zueinander, das sehr genau erfüllt wird: = = 4= 2 


5? 
Ferner ist 5 = 7 = 84 3 mit Zp = 5 und Zo = 8. 
Das wichtigste Bormineral ist Kernit Na,B,O, - 4H,O; hier spielt wohl in 


erster Linie das einfache Tangensverhältnis von Sauerstoff und Natrium eine 


Rolle; es ist sehr genau x = + Aber auch Na und Bor haben insofern ein 


einfaches Tangensverhältnis, als es durch 2 Quadratzahlen darstellbar ist: 

2 

= = mit ZB = 5 und Za = 11 = 7 + 2%. Dieselben Beziehungen 

haben Gültigkeit bei Borax Na,B,O, : 10H,0. Bei Borcalzit Noe i - 4H,0, 
52 


. 5? 
Pandermit Ca,B,0,, : 3H,O, Colemanit Ca,B,0,, -5H,O ist 


mit Zg = 5; auch hier spielen die 3 Zahlenquadrate 5?, 4?, ‘3 des Pythago- 
räischen Elementardreiecks eine Rolle. 
Beim Kristall Kernit ist der Achsenwinkel « = 108° 52’; tga = 2,925. 


tgexy, 19 1148 


Mit dem Elementenwinkel von Na ist und mit Sauerstoff 


tga 4 2 

En; > = 9 +, wobei Zya = 11 und Zo = 8 ist. Bei Borax ist der 
Achsenwinkel « = 106° 35’; tga = 3,36. Für Sauerstoff gilt a. = S mit 
Zya = 11. Colemanit hat den Achsenwinkel « = 110° 9; tga = 2,728. 

tg Eon _ 4. 5+ 
Bezogen auf Calcium gilt i * 8 mit Zp = 5. J 

Bei Boronatrocalzit NaCaB;O,-6H,O verhalten sich die Tangenswe: 

von Na und Ca umgekehrt wie die Ordnungszahlen: „Ze Vs mit Zya = 11 
und Zca = 20. Bei Borazit 2Mg,B,0,,- MgCl, ist sehr genau = =3 und 
16) 36 6? 
"as: Das einfache Tangensverhältnis von B und Cl führt auch zu 


Borchlorit BCl,. Bei der Aluminium-Bor-Verbindung AIB,, ist n= 
mit Zu = 13 und ZB =) 
Für die gesamte Gruppe der Bor-Wasserstoffe ist wohl das bereits oben 
erwähnte einfache Tangensverhältnis 4: 1 kennzeichnend; fiir Borfluorid ist, 
B 13 9+2 


ebenfalls sehr genau, == TT-H mit Zr=9. Für Bornitrit gilt 
vw-u-”> mit Zz = 5 und Zy = 7, für Borcarbid ist TE 


= — mit Z = 12/2 und 3, = 5 


Vo 
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Kohlenstoff spielt im Mineralreich in der Form von Carbonaten, den 
Salzen der Kohlensäure H,CO, eine Rolle; hier wie auch in Kohlensäure CO, 
n der und Kohlenoxyd CO ist das Verhältnis der Tangenswerte von Kohlenstoff 
Cc 32 6? — 22 


und Sauerstoff von Bedeutung. Es ist 5 = 55 == 2-84 3 mit Ze = 6 


val und Zo = 8. Bemerkenswert ist die Symmetrie der Verhältniszahl; sowohl 
ol im Zähler als auch im Nenner des Bruches ist die Summe aus Basiszahl und 
k Exponent gleich 7. 
on . 3 _ 92 
Grundlage der Kohlenwasserstoffe ist das Verhältnis = = > = u 
2 2 
hl; Von ähnlicher Symmetrie ist das bereits erwähnte Verhältnis = = a = ia : 
tin 
2 
eine Im Graphitfluorid CF ist FT 849 mit Zp = 6 und Zr = 9. 
a Bei den Chlorverbindungen, etwa C,Cl,, ist a7" 6-2 mit Zcı = 17 
ist: 
ngen und Ze = 6. Calciumcarbid CaC, hat das Tangensverhältnis Gun ~ +6 
2. 
1,0, mit Zo = 6 und 10—Zos/2. Siliciumearbid SiC hat © = mit 
5? 2 
—3 Zs, = 14. Im Caleiumcarbonat CaCO, ist auch ~ = T = ma ns mit Zo = 
“o> zu erwähnen. 
995, Stickstoff kommt gebunden hauptsächlich in Nitraten vor, z. B. Natrium- 
stoff nitrat (Chilesalpeter) NaNO,; es verhalten sich die Tangenswerte von > = = 
2. _ 92 
und angenähert (mit einer Abweichung von 0,6%) = = 
mit Zy = 7 und Zya = 11; weiter oben wurde schon das sehr einfache Ver- 
mit 


haltnis = erwähnt. 
728. 


Bei Ammoniak NH, ist Y=7 = 55 = 5 Mit Zy = 7. 
2 am 18 2 

orte Bei Salmiak NH,Cl ist sehr genau a = = + 
Za=17 und Zy=7. Für Ammonium-Sulphat (NH,),SO, gilt 5 = 

2.7 O 22 . 
and Fa STB 224 38 mit Zg = 16. 
zu Für Sauerstoff waren bereits eine Anzahl von tang-Verhältnissen mit 
9.5 anderen Elementen genannt worden (s. a. Tab. 5). Zu erwähnen wäre noch 
2 
5 2-7 mit 10-+7 = Zu, etwa in KCIO, 
ben Daß die Metalle mit hohen Ordnungszahlen, also mit niedrigen Tangens- 
ist, werten, ihren Sauerstoff leicht abgeben, mag daraus zu erklären sein, daß 
silt die Tangensverhältnisse sehr groß werden; z. B. ist für HgO das Verhältnis 

144 =" 7 = 2 +7 . Ähnlich liegen die Verhältnisse bei Ag,O, Au,O,, PtO, usw. 
1% Das Hauptvorkommen von Fluor ist der Flußspat CaF,; es verhalten sich 

F 11 20-32 
die Tangenswerte [= = = u mit Zc, = 20 und Zp = 9. Fluor ver- 


(hed, 


{on 

— 

i 

& 


om 
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- bindet sich bei "heftiger Reaktion mit Wasserstoff; es ist sehr genau me 


= a = ai mit Zy = 9 und Zu = 1. Auch mit Kohlenstoff reagiert Fluor leb- 


haft; es ist 


Ti 9433 mit Zr = 9 und = 6. Häufigstes Vorkommen 
- von RE ist der Natronfeldspat (Albit) Na(AlSi,O,); hier verhalten sich 


A 
_ die Tangenswerte von Al und Si umgekehrt wie die Ordnungszahlen : = =< 
mit Zs, = 14 und Za; = 13; erwähnt wurden bereits u” und u-E 


Etwa ebenso stark verbreitet ist der schon weiter oben besprochene Kalk- 
_ Natronfeldspat Na(AISi,O,) - Ca(Al,Si,0,); hier verhalten sich die Tangens- 


werte von Na und Ca ebenfalls umgekehrt wie die Ordnungszahlen: > = = 
O 17 8+3 
mit Zca = 20 und Zya = 11; ferner ist is io os mit Zo = 8 un 
12 
N 26 ” 
Er  Steinsalz NaCl hat sehr genau a= 7” as mit Zo, = 17. 
O 4 H 53 125 
In Atznatron NaOH ist neben Na z auch = = zu erwähnen. 
Soda Na,CO, hat =; = 11-2 2 mit Zya = 11 und Ze = 6. 
Bei Glaubersalz ist sehr =57=75 neben =7: 
27 
In Wasserglas Na,SiO, ist Si nd . Im Glaserit Na,SO, - 3K,S0, 


K 7 1-2 
Das kristallisierte Soda Na,CO, hat einen Achsenwinkel 6 = 122° 20’; 


tg 
B = 1,580. Mit dem Kohlenstoffwinkel verglichen ist = 15=6+4+#? 
5. mit Ze = 6. Glaubersalz hat den Achsenwinkel $ = 107° 45’; tg 6 = 3,128. 


; t 2.11 — 22 
Bezogen auf Na ist 


tg ß 
Hauptvorkommen von 0 ist der Dolomit ER - MgCO,; hier 
ferner 2 it Z 8 
Mg P 
mit Zug = 12 und Z = 6, und == 


Die Mg-Silikate waren tig eingangs dieses Abschnittes besprochen 
worden. 


f In den Sulfaten, wie Kieserit MgSO, - H,O, verhalten sich die Tangens- 
werte von Mg und S annähernd (mit 0,5%, Abweichung) umgekehrt wie die 


mit Zyg = 12 und Zg = 16, in den Chloriden 
ae ist u. = a mit Zug = 12 und Zc = 17, also ebenfalls Pern proportional 
wie di hl 
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1 _B Der Dolomit hat einen Achsenwinkel x = 47° 30’; tga = 1,091. Bezogen 
« lek auf Ca ist sehr genau — = 7. Bei Kieserit ist x = 116° 5’; tga = 2,094. 
., 7 2 
Auf Mg bezogen ist mit Zug = 12. Das bedeutendste 


. Al-Vorkommen Orthoklas (Kalifeldspat) K(AISi,0O,) war bereits eingangs 
1 414 | dieses Abschnittes mit 3 tang-Verhältnissen unter ausschließlicher =e 


der Ordnungszahlen erwähnt worden: und . Außer- 
call dem ist = Erwähnt wurde auch schon Natronfeldspat 
ens Orthoklas hat den Achsenwinkel « = 116° 3’; tga = 2,047. Bezogen auf 
_ ist mit Zs; = 14, ferner mit Sauerstoff *8 fo = 9. 
tg 4 23 tg 

3 und In Tonerde (Korund, Schmirgel) Al,O, und Bauxit Al,O,- H,O ist nek: 


mitbestimmend für die Affinität. Korund hat den Achsenwinkel x = 55° 17’; 


tga = 1,443. Hier ist mit Zu = 13 und Zo = 8. Im 


Kryolith Na,(AlF,) ist mit Za; = 13 und Al be- is 
hnen Al 22 1348 
stimmend. Im Zinkspinell ZnAl,O, ist => =p mt Za = 13, 
~ gewohnlichen Spinell MgAl,O, die bemerkenswert. Bei 
4 
® Aluminiumsulfat Al,(SO,)3-18H,O ist wieder = _ mit Zs = 16 und 


1,80, Zu 13. Die Tangensverhältniszahlen von einer Reihe von Siliciumver- 
bindungen sind bereits genannt worden. Die Hauptvorkommen enthalten 


Kieselsäure SiO, mit a= a Heftig reagiert Si mit Fluor und verbindet 


+3 Si 21 3/2-14 
3, 128 In den Wasserstoffv wie Monosilan SiH,, ist gz>10=14 
In den Chloriden, wie SiCl,, ist a = A mit Zo = 17 I Zs; = 14. Bei 
Siliciumdisulfid ist mit = 16 und Zu = 14. Bei Silicium- 
’ carbid SiC ist = 2.4 mit Zs;=14. Im Natron-Kalk-Glas 


Si 13 14-1? 
(Normalglas) Na,O - CaO - 6SiO, verhalten sich = = = mit Zca = 20 und 


‚chen 


Zya = 11, also umgekehrt proportional wie die Ordnungszahlen, ferner = = = 
e die = mit = 14 und Zu = 20. 
riden Das wichtigste Mineralphosphat ist Phosphorit Ca,(PO,)>. Auch hier ver- 
‘itll halten sich die ee von P und Ca umgekehrt proportional wie die 

Ordnungszahlen; es ist = ; auBerdem ist = 


Pr 
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Im Apatit 3Ca,(PO,), - Ca(Cl, F), ist noch — = 2 = mit = 
und Zcı = 17 zu ergänzen, ferner ist z = i , also wieder eine Verhaltnis. 
zahl, die - die — Ordnungszahlen enthält. Im Vivianit Fe,(PO,),: 

- 8H,O ist © m= 4-2 = 5. Hier ist der Achsenwinkel a = 104° 18°, tg « = 3,9% 
tg & 26 26 
und as == sn = 9g _ Mit Zpe = 26. Im Wavellit 4AIPO, - 2AI(OH), 


>= 1 das umgekehrt proportionale Verhältnis der Ordnungs. 
zahlen. In den Phosphorwasserstoffen, wie Phosphin PH, oder in der Phos. 


2 
phorsäure H,PO, ist F- = > = > - In den Ammoniumphosphaten, wie 


Im Eisenkies FeS,, Hauptvorkommen des gebundenen Schwefel, ist 


Ss 27 3° 26 2 

mit Ze = 26 und Zg = 16, in der Zinkblende ZnS 
ist = = 2 = 4 ; mit Zz, = 30 und Zg = 16, im Kupferkies CuFeS, das 
Tangensverhältnis = = = -55 —, mit Zou = 29. Im Caleiumsulfat (Gips 

‘ a" 25 5? 16 + 3? 
CaSO, 2H,0) ist neben = 5 = 35 mit 16 = Zg = 2-Z 
das Tangensverhältnis 


Der Achsenwinkel bei Gips ist x = 113° 50’; tg a = 2,264. Auf Ca bezogen 
tg on 3 


= nr bei Zcı = 17 erwähnt worden. Ferner ist hier Sylvin KCl mit 
sf = a , also dem Ordnungszahlverhaltnis. Bei Salzsäure HCl ist a = 12. 


Von den Hauptvorkommen des Kaliums sind bereits Kalifeldspat und 
Sylvin genannt worden. Carnallit KCl- MgCl, - 6H,O hat wieder eine Drei- 
ecksbeziehung unter ausschlieBlicher Verwendung von Ordnungszahlen; es ist 


N 
we _} x —u = = somit auch = = 7 mit Zug = 12, Zq = 17 und 
Zx = 19 Das gleiche gilt für Kainit KCl-Mg-S0O,; hier ist auch noch 


=: BL... ; mit Zx = 19 und Zs = 16, so daß bei Kainit eine TB 
den beteiligten Ordnungszahlen existiert. 
2 

Im Kaliumhydroxit (Ätzkalk) KOH ist r = == mae : mit Zx = 19; 


16 


K! 


4 
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2 
KNO, ist mit Zw = 19. Bei Pottasche K,00, ist = 
mit Zz = 19, Zo = 6 


Hauptvorkommen von Calcium, CaCO, und der Dolomit CaCO, - MgCO, 
sind bereits erwähnt worden, ebenso Gips CaSO, - 2H,O, desgleichen Phos- 


> N 30 3/2-.20 
phorit, Apatit und Flußspat. Kalksalpeter Ca(NO,), hat 
2-7+ 4 


mit Zo, = 20 und Zy = 7. 


Hauptvorkommen von Eisen sind, wie bereits weiter oben erwähnt, der 
Magneteisenstein Fe,O, und der Roteisenstein Fe,O,, ferner der Brauneisen- 


stein 2Fe,0,-3H,O. In allen 3 Fällen ist Grundlage der Bindung das sehr 
O 13 2% 


genaue Verhältnis der Tangenswerte “TTF mit Zr. = 26 und Zo = 8, 

also der reziproken Ordnungszahlen. Bei Spateisenstein FeCO, ist = =? 

26 — 1? Ss 27 83° 

mit Zye = 26 und Ze = 6. Eisenkies FeS, mit 
2 

=" nae " bei Zye = 26 und Zg = 16 war bereits erwähnt worden. Bei Eisen- 


., Cl 
chlorid FeCl, ist = 79 = 77 


bei Zcı = 17 und Zp, = 26. Gelbes 


Blutlaugensalz ee) hat = = 2- =- = mit Zpe = 26 und Zx = 19. 
Im Eisenrhodonit (Mn, Fe)SiO, ist mit Zu = 14 und 


Zpe = 26. Die 3 Achsenwinkel sind « = 82° 48’, 8 = 94° 20’ und y = 113° 17’; 
tga = 7,92, tg 8 = 13,21, tg y = 2,322. Sie orientieren sich in erster Linie 
7 Bo 7 


nach dem Tangenswert von Sauerstoff; es ist =—, — =— und 
tg a 3° tgB. 5 


ey = 8, aber auch sehr genau a "eee mit Zp. = 26 und 
tgB 6 18 1442. 


4 


Von den wichtigsten Kupfererzen war bereits Kupferkies CuFeS, genannt 
worden ; a erwähnen ist noch Buntkupfererz Cu,FeS, und Kupferglanz Cu,S. 
- 


21 7 29-23 § 33 F 9 
= . Bei den oxydischen 


Erzen Rotkupfererz Cu,0, Malachit CuCO,- Cu(OH), und Kupferlasur 
11 33 29 -+ 22 


14 28 . ‘ 
ferner pi Ze = 29 und Ze = 6. Bei CuCl, ist sehr 


Bei Malachit = der Achsenwinkel x = 98° 45’, tg « = 6,50. Auf Kohlen- 


stoff bezogen ist mit Zon = 29. 


105 =4 

12 
fel, ist 
de Zn$ aw 
= 
>S, das 
b (Gips 
2-20 
ia 26 
Cl mit TIER 
| 4 
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Drei- 
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Bei Zink ist Zinkblende ZnS mit = = 2 genannt worden. Zinkspat ZnC0O, 
2 
= mit Ze = 6 und bei Kieselzinkerz ZnSiO, : H,O ist 
2 . 
= 5. Zinkwasserstoff ZnH, hat 2 — mit Zan = 30, 


2 4 28 
O 223 4 30+4 . = 
ZinkweiB ZnO hat hen se mit Zz, = 30 und Zo = 8. 


Zinkspat hat den Achsenwinkel « = 48° 20’; tga = 1,124. Auf Zink 


tg &, 30 
38 mit Zen = = 30. 


2 
Bei Zirkonerde ist mit Zz, = 40, bei dem 
10 30 14+ 42 


5 10 307% 
Silicat ZrSiO, auch mit Zgj = 14. 


bezogen ist 


9 3? 

Silbererze sind polled Ag,S und Kupfersilberglanz Cu,S - Ag,S mit 
(sehr genau) un bei Zag = 47 und 
Ag 3 Ag 138 9-# as = 
Zou = 29. Im Arsenfahlerz 4Ag,S - As,S, und den anderen Arsenerzen ist 
As 47 47 Cl 38 
Ag 3 mit Za, = 47 und Za, = 33. Hornsilber AgCl hat 
47 — 32 N 
mit Zag = 47 und Zq= 17. Silbernitrat AgNO, hat ie 

2-47-—7_. = 
Zinnstein SnO hat <= a= = s +e mit Zs, = 50 und Zo = 8, Zim- 
34 50 — Br 5 
— = at zu = j N 
chlorid SnCl, mit © = 5 as , Zinnbromid SnBr, hat — =, in Sn 


ist == 4, in SnF, ist = —=1. 


Mit steigender ei enthalten die Verhältniszahlen der Tangens- 
werte notwendigerweise immer höhere Zahlenwerte, und die Verbindungen 


werden immer seltener; so ist bei dem goldhaltigen in der Natur vorkommenden 


AuAgTe, das Verhältnis udn 

Zau = 79, Zye = 52 und Zn — 47. Auch ist ein Einfluß der Tangensverhält- 

niszahlen (neben anderen Faktoren, wie Elektronenkonfiguration usw.) auf 

die Intensität der chem. Bindungen —— In der Gleichung 
3 2 

3FeCl, + AuCl, = 3FeCl, + Au ist bin = 4 = das Zahlen 

verhältnis viel einfacher und die natn zu den Ordnungszahlen viel 


3 
unmittelbarer als bei = == = mit Zo = 17, Zee = 26 und 
Zau = 79. 


Das meist benutzte Goldsalz K(AuCl,) - + H,0 hat ~ = 


wobei sich = 7 , also umgekehrt proportional wie die Ordnungszahlen 


Za = 17 und Zx = 19 verhält, wie bereits erwähnt worden war. Haupt 
Ss 169 13? 


vorkommen von Quecksilber ist Zinnober, HgS mit u s 
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hat 
Si 
2 
‘- 
| 
- 
q 
kc 
aa | | | : 
-( 
Fe 
‚me 
mr 
Zo 
H ‘ 
Li 
De 
bez 
i 
mi 
der 
x | mal 
sicl 
A Bez 
und 
- 
| 
= 
:: 
eine 
mal 
| 


f Zink 
ei dem 


25 mit 
47 und 


zen ist 
Cl 38 
Ag 1 
N 8 
Ag 1 


3, Zinn- 
‚in Sn$ 


‘angens- 
ndungen 
ımenden 
_ 42 
— 42 
;verhält- 
sw.) auf 
leichung 


Zahlen- 
ılen viel 
- 26 und 


mit 


79-1? 
' 
gszahlen 

Haupt 
13? 
16 


5 A. Dziwoki: Termdarstellung bei der K-Serie der Röntgenspektren 107 


I 


Zs = 16 und 13 = 3? + 2%. HgCl, hat 5 = 10. Kristallisiertes Hg hat den 


Achsenwinkel « = 70° 32’; tga = Es ist 10 mi 


Lug = 80. 
Wichtigstes Bleierz ist Bleiglanz mit mit Zp, = 82 
_ 99 _ 66 82-4 
Fir Bleioxyd PbO ist sehr genau = = 22 ae teks 
2 
Thoriumdioxyd ThO, hat m; = = = = id = mit Zm = 90 und Zo = 8. 


Uranpechblende U,0, hat $- = = mit der sehr wichtigen Zahlen- 
konstanten 1/x = 137. In UF, ist sehr genau 7 = §31=3-9+8= > 

- "+t mit Zu = 92 und Zp = 9 

= vo un F> J. 

Bei iia Elementen mit niedrigen Ordnungszahlen sind noch die Lithium- 
verbindungen zu erwähnen. Bei dem Lithiummineral Amblygonit (LiAIF) - 

Li 32 8 32 

-(PO,) sind die tg-Verhältniszahlen von — mit Za; = 13. 
Li 3 5? . 
Ferner 0 T1843 mit Zo = 8 und Zu, = 


Bei dem Silicat Spodumen LiAl(Si,O,) ist außerdem = _ 


93 
mit Zg = 14 und Zu = 3. Bei Lithiumchlorid ist aet= = mit 
Za=17 und Zu =3. Bei Lithiumhydrid verhalten sich die tg e-Werte 
H 18 2 - 32 7 16 4 42 


Erwähnenswert ist noch Li,CO, mit = = 
Der Achsenwinkel bei Spodumen ist x = 110° 28’; Po . = 2,684. Auf Al 


22 13+ 32 4 52 + 42 
bezogen ist mit Z,4,; = 13; ferner ist = 
mit Zsi = 14. 


Bei Wasserstoff kann man noch einige Betrachtungen über die Intensität 
der chem. Bindung an Hand von Reaktionsgleichungen anstellen. Nimmt 
man die Reaktion Zn + 2HC1— ZnCl, + H, zum Ausgangspunkt, so zeigt 
sich, daß _ verhältnismäßig schwach gebunden ist; denn es gilt für die 
tang- Werte 4 q = 12 (genau 11,97). Die Verhältniszahl 12 wird nur ungenau 
erreicht, und außerdem hat sie nur eine — Beziehung zu Zu = 1, keine 
Beziehung zu Zo, = 17. Hingegen ist bei zn -5- m =e mit Zyn = 30 
und Zcı = 17 die Bindung enger, da der Zähler die Summe der beiden bezüg- 
lichen Ordnungszahlen enthält. 


Bei der Reaktion 2HOH + 2Na— NaOH + H gilt ähnliches. Zwar ist 
2 
it > = 7 = de der Zahlenausdruck sehr symmetrisch aufgebaut, aber 


eine Summe von 2 Zahlenquadraten im Zähler und Nenner ist bindungs- 


mäßig sehr viel schwächer als die sehr genau erfüllte Beziehung x = + 


q 2 
r, 
ZnC0, 
20 ist | 4 
Bi: 
a 
3. J 
in 
5 
ay 
5 
© 
r 
if 
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= mit Zo = 8 und = 11, ferner 


Na 
Zya = 11 und Zo = 8. 
In der Tab. 5 sind alle vorstehend genannten tg e-Verhältnisse von je 
2 Elementen aufgeführt. Die Zahlenverhältnisse sind alle > 1, weil grund- 
sätzlich der tge-Wert mit der kleineren Ordnungszahl im Zähler steht, und 
die tge-Werte mit fallendem Z größer werden. Durch starke Umrandung 


| Be proportionalen Verhältnis der zugehörigen Ordnungszahlen übereinstimmen. 
Es fällt auf, daß sich diese ausgezeichneten tg e-Verhältnisse in einem bestimm- 

ten Bereich, nämlich zwischen Z = 8 (Sauerstoff) und Z = 20 (Caleium) 

2 a äufen. Erfaßt sind damit alle diejenigen Elemente, die den Hauptteil der 
- ehemischen Verbindungen ausmachen und am Aufbau der Erdrinde den 
weitaus größten Anteil haben. Daraus kann geschlossen werden, daß eine 
Verbindung von 2 Elementen, deren tg e-Werte sich umgekehrt proportional 

wie die zugehörigen Ordnungszahlen verhalten, besonders bevorzugt wird. 
ae SchlieBlich ware noch zu den in der Atommechanik wirksamen Zahlen- 


gesetzen allgemein etwas zu sagen. Es gibt Zahlengesetze 1. Ordnung, bei 
unterliegen die b, g und e-Zahlenwerte. Es ist ein Gesetz von der gleichen 
Ordnung, wie wir es von der Ganzzahligkeit der elektrischen Elementar- 
gewisse Toleranz zulassen. Diesem Gesetz unterliegen die Ergänzungsterme t, 
Be... annähernd entlang von Geraden verlaufen, desgleichen die cos e-Werte, 
I = Verbindungen. Wir kennen diese Art von Zahlengesetz von der 
: Ganzzahligkeit der Isotopengewichte her, die zwar durch ganze Zahlen be- 
Die beiden mathematischen Prinzipien, von denen gemäß vorstehenden 
Ausführungen die Atommechanik weitestgehend Gebrauch macht, nämlich 
quadraten, sind in dem vom Pvythagoräischen 
Lehrsatz beherrschten rechtwinkligen Dreieck 
geometrische Mittel von p und c, b das geomettri- 
sche Mittel von qg und c. Ein rechtwinkliges Drei- 
4 und 5 (mit 3? + 4? = 52) gekennzeichnet ist, mag 
als „‚Pythagoräisches Elementardreieck‘“ bezeich- 
mentardreieck sind, die hier zur Kennzeichnung der Seitenverhält- 

nisse verwendet werden können. 
bei der Darstellung des tang-Verhältnisses von Wasserstoff und Sauerstoff 
in H,O und anderen Verbindungen Verwendung. Als 4, 5 und 6= 2-3 
konstanten des atomaren Systems in Verbindung gebracht werden. So wurde 
bereits auf die Bedeutung dieser Zahlen beim Aufbau der beiden Zahlen- 


a: denen die gewählten Zahlen genau eingehalten werden müssen; diesem Gesetz 
iad aa quanten her kennen. Ferner gibt es Zahlengesetze 2. Ordnung, die eine 
ferner gehören hierzu auch die tang-Verhältnisse der Elementenwinkel & bei 
stimmt werden, jedoch von diesen Sollwerten etwas abweichen können. 
das Prinzip der geometrischen Mittelung und die Verwendung von Zahlen- 
vereinigt. Bekanntlich ist (Abb. 9) dort h das 
eck, dessen drei Seiten durch die 3 ganzen Zahlen 3, 
Abb. 9. Pythagoräisches Ele- net werden, weil es die 3 kleinsten ganzen Zahlen 
Wie schon vorstehend erwähnt wurde, finden die 3 Zahlenquadrate 3?, 42, 5? 
ie . mögen diese Zahlen auch in Verbindung mit den fundamentalen Zahlen- 
RB = konstanten 1/& = 137 und $ = 137 - 5/4? hingewiesen. In den Formeln (4). 
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ia (5) und (6) tritt die Zahl 6 auf, der Bruch 3/2 im Nenner von Gl. (6) geht 

auf 6/4 zurück. Die cos e-Geraden führen auf die Zahlen 4, 5 und 6. Aller. 

dings ist die Beziehung dieser 3 Zahlen zum Pythagoräischen Elementar. 

dreieck mehr von symbolischer Bedeutung; ihre eigentlich wichtigste unmittel- 

bar geometrische Bedeutung zeigt sich erst bei der Darstellung der einzelnen 

Elektronenschalen mit ihren gegenseitigen Beziehungen; doch kommt dies in 

der gedrängten Darstellung dieses Aufsatzes, der sich mit den Energieverhält- 
nissen in der K-Schale beschäftigt, nicht zur Geltung. 

Die Anwendung des Prinzips der geometrischen Mittelung erstreckt sich 

ei nicht nur auf Geschwindigkeiten, sondern besonders auch auf Strecken, aber 

auch auf Impulsmomente. Kommen bei einem System mit 2 Rotations. 

freiheitsgraden (Rotation um eine Achse und Achsenpräzession) die beiden 

Impulsmomente s, - h/2z und s,, - h/2r vor mit s, - s,, = s*, so wird aus beiden 

als geometrisches Mittel das Impulsmoment s-h/2z gebildet. Bei den in 

GI. (2) erwähnten 3 Impulsmomenten ist nur J, einfach; sowohl J, als auch 

J, sind solche aus geometrischer Mittelung hervorgegangene Impulsmomente. 

Werden 2 Impulsmomente, etwa 1 - h/2r und 2 - h/2z, die zwei verschiedenen 

Rotationssystemen angehören, gekoppelt, so wird ein resultierendes Impuls- 

moment Vi- 2 h/2 gebildet. 

5 Für die anderen Elektronenschalen (L, M,N...) gilt die gleiche Energie- 
i _ quantenaufteilung wie sie Gl. (2) für die K-Schale angibt. Nur muß hier 
bereits das 2. Glied E, (dargestellt durch a2 - Z4 für die K-Schale, bekannt 
aus der Sommerfeldschen Theorie der Feinstruktur) einer tiefergreifenden 
_ Modifizierung unterzogen werden, der die Sommerfeldsche Theorie aller- 
dings nicht ganz gerecht wird. Bei der Z-Schale ist nur für 1 = 0 die Größe E, 
3 negativ, für 2 = 1 kann sie negativ oder positiv sein, woraus sich die Dublett- 

-aufspaltung — Ly ergibt. E, hingegen ist hier immer positiv. 
Schon eine flüchtige mit den Energietermen Zr, 
zeigt Analogien mit der K-Schale. Bildet man die Ergänzungsterme —Lı 
oe (bzw. Ly; oder List; Z — 2 wirksame pos. Ladungseinheiten; » = 2 im Nenner) 
- und trägt sie als Funktion von Z auf, so erhält man ein ähnliches Bild wie es 
die Abb. 4 bis 6 zeigen; abschnittweise sind die Ergänzungsterme entlang | 
von geraden Linien angeordnet, was für Ly; besonders augenfällig wird. 


Erlangen, Spardorferstr. 46 
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Mit 2 Abbildungen 


In der Arbeit: „Freiwillige und erzwungene Wachstumsorientierung bei der 
Züchtung von Ferriteinkristallen‘‘?) war von uns im Abschnitt: ‚Proben ohne 
Impfkristall‘‘ und an Hand der Abbildungen 3 und 4 gezeigt worden, daß bei 
der Herstellung von Nickel- und Magnesiumferriteinkristallen nach dem Ver- 
neuil-Verfahren keine bevorzugte Wachstumsrichtung gefunden werden 
konnte. 

Die Herstellung der Proben erfolgte dabei mit einer Ziehgeschwindigkeit — 
wie sie allgemein beim Verneuil- Verfahren für das Züchten eines einkristal- 
linen Keimes üblich ist — von etwa 2 mm/h. 

Inzwischen sind die Untersuchungen von uns in der Richtung fortgesetzt 
worden, daß die Einkristalle mit einer extrem langsamen Geschwindigkeit, 
nämlich mit etwa 0,5 mm/h, gezogen wurden. Allerdings wird man im allge- 
meinen die Kristalle nicht so langsam wachsen lassen, da dann allein das Ziehen 
eines normalen einkristallinen Keimes rund 6—7 Stunden in Anspruch nehmen 
würde. 

Die beiden Abbildungen (Abb. 1 für Nickel-, Abb. 2 für Magnesiumferrit) 
geben die Ergebnisse wieder, die in diesem Fall für Nickel- und Magnesium- 


fm] [111] 


[no] 


Abb. 1. Orientierungen der ohne Impf- 

kristall gezogenen Nickel-Ferriteinkristalle 

(Ziehgeschw. ~ 0,5 mm/h, jeder Punkt 
bezeichnet einen Kristall) 


Abb. 2. Orientierungen der ohne Impf- 

kristall gezogenen Magnesium-Ferritein- 

kristalle (Ziehgeschw. ~ 0,5 mm/h jeder 
Punkt bezeichnet einen Kristall) 


ferrit erhalten wurden. Es zeigt sich, daß auch bei extrem langsamen Wachstum 
keine ausgezeichnete Wachstumsrichtung auftritt, sondern bestimmte Richtun- 
gen offensichtlich gemieden werden. Bei Nickelferrit sind es die [111]- und 
[110]-Richtungen, in deren Nähe keine einzige Probe gewachsen ist; bei Ma- ane 
gnesium dagegen mehr die [110]-Richtung. sy 


jetzt: Arbeitsgruppe Speichertechnik der DAW. 
2) U.Rösler u. G. Elbinger, Ann. Physik (7) 6, 236 (1960). 


Zur Wachstumsorientierung bei Ferrit-Einkristallen 
Von German Elbinger und Ulrich Rösler!) 
| 
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Auffällig ist noch, daß die Streuung der einzelnen Kristallorte im Poldrei- 

eck bei Magnesiumferrit wesentlich größer ist als bei Nickelferrit. Vielleicht } 
wärein diesem Falle ein noch langsameres Wachstum angebracht. Bei den von 
in uns hergestellten Magnesiumferriteinkristallen waren am äußeren Teil der 
; Proben stets Ausscheidungen (Fe,O,) vorhanden. An Proben mit geringem 
Durchmesser, wie sie im untersuchten Falle vorlagen, ist praktisch die gesamte 
Probenoberfläche mit Ausscheidungen bedeckt. Deshalb war eine Auswertung 
der Röntgenaufnahmen nicht bei allen Proben möglich; bei den auswertbaren 
_ jedoch muß mit einem Fehler von 6—8° gerechnet werden (im Gegensatz zum 
_ Nickelferrit, bei dem eine einwandfreie Bestimmung der Wachstumsorien- 

-_ tierung innerhalb von 3° möglich war). 


Fräulein I. Fink haben wir auch diesmal wieder für ihre sorgfältige Mitarbeit 
sehr zu danken. 


7 Jena, Institut fiir Magnetische Werkstoffe der Deutschen Akademie der 
_ Wissenschaften. 
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: Bei der Redaktion eingegangen am 11. Oktober 1960. 

| 


oldrei- 


elleicht § 


len von 
eil der 
ringem 
esamte 
ertung 
"tbaren 
‚tz zum 
sorien- 


tarbeit 


nie der 


Annalen der Physik. 7. Folge. Band 7. Heft 1-2. 1961 


Schaltschemata und Diffe- 
rentialgleichungen elek- 
trischer und mechanischer 
Sehwingungsgebilde 
Von Dr. Dr. HEINRICH HECHT, Kiel 
4., erweiterte Auflage 
VIII, 176 Seiten mit 36 Abbildungen 
im Text. 1959. 
gr. 8. DM 16,—, Leinen DM 17,50 
PTT Technische Mitteilungen: 
Das vorliegende Werk richtet sich vor 
allem an die Hochschulstudenten, diesich 
auf dem Gebiet der Elekroakustik spezia- 
lisieren. Daneben ist es auch eine Fund- 
grube für die in der Praxis stehenden 
Ingenieure und Techniker, diesich wieder 
einmal mit den theoretischen Grundlagen 
ihres Arbeitsgebietes befassen möchten. 
A. Lauber 


JOHANN AMBROSIUS BARTH 
VERLAG / LEIPZIG 


Kalorimeter 
nach Berthelot- 


Ölprüfgeräte 


Laborgeräte 


Fraktionssammler 


Mahler-Kécker 

fiir die Heizwert- 
bestimmung fester 
und fliissiger 
Brennstoffe. 


BABELSBERG 


Viskosimeter, 
Flammpunktprüfer. 


Destillationsapparate, 
Apparate zur Bestimmung 
des Erweichungs- bzw. 
Erstarrungspunktes, 
Wasser- und Sandbäder. 


VEB (K) Apparatebau 
Potsdam-Bavelsberg 
Gartenstr. 2/10 


Die elektroakustischen 
W andler 
Von Dr.Dr. HEINRICH HECHT, Kiel 
4., neubearbeitete Auflage 


XXIV, 330 Seiten mit 64 Abbildungen 
im Text. 1957. 


gr. 8°. DM 34,80, Leinen DM 36,60 


Elektrotechnik und Maschinen- 
bau: Das Buch bietet vor allem dem 
Nichtfachmann die Méglichkeit, sich ge- 
naue Kenntnisse tiber die Eigenschaften 
und Wirkungsweisen der elekroakustischen 
Wandler anzueignen. Eine Reihe von 
Zahlenbeispielen ergiinzt die Theorie und 
gibt über die auftretenden Größenord- 
nungen Aufschluß. Das vorliegende Buch 
kann allen empfohlen werden, die sich 
mit den Grundbegriffen der elekroakusti- 
schen Wandler oder mit Resonanzwand- 
lern befassen wollen. E. Hirschwehr 


JOHANN AMBROSIUS BARTH 
VERLAG / LEIPZIG 


Das Zeit-Problem 


Bericht über die Jahresversammlung 

der Deutschen Akademie der Natur- 

forscher Leopoldina, 9.—12. Mai 1959 

in Halle/Saale 
zusammengestellt von 
Prof. Dr. RUDOLPH ZAUNICK 
Halle/Saale 

[Bildet: NOVA ACTA LEOPOLDINA 

Abhandlungen der Deutschen Akademie 

der Naturforscher Leopoldina. Neue Folge, 
Band 21 (1959), Nr. 143] 

313 Seiten mit 21 Bildnissen, 94 Ab- 
bildungen und 19 Tabellen im Text. 1959. 
4°. DM 15,40 
Der Bericht bringt alle auf der Jahres- 
versammlung gehaltenen Ansprachen so- 
wie zehn Vorträge. Es folgen 22 Biobiblio- 
graphien der Empfänger der 1959 verliehe- 
nen Medaillen und der Darwin-Plakette. 


JOHANN AMBROSIUS BARTH 
VERLAG / LEIPZIG 
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Kristallchemie und Kristallphysik 


metallischer Werkstoffe 
Von Dr. FRANZ HALLA, Brüssel 


Em. Prof. an der Technischen Hochschule Wien 
Wissenschaftlicher Mitarbeiter der Association pour les Etudes Texturales, Brüssel 


3., völlig umgearbeitete Auflage 
XVI, 737 Seiten mit 365 Abbildungen im Text und auf einer Tafel. 1957. gr. 8°. 
DM 50,—, Leinen DM 52,— 


Angewandte Chemie: Das Buch von Halla, das in erster Auflage 1939 erschien, 
ist nunmehr stark verändert und erweitert neu herausgekommen. Man könnte das Werk 
auch als Lehrbuch der Metallkunde unter besonderer Berücksichtigung der Strukturlehre 
bezeichnen. Das Werk stellt eine bewundernswerte Leistung des Verfassers dar, der aus 
zahlreichen Einzelveröffentlichungen ein außerordentlich großes Tatsachenmaterial zu- 
sammengetragen hat. Das Buch bildet ein wertvolles Bindeglied zwischen voneinander 
weit entfernten Arbeitsgebieten der Physik, Chemie, Metallkunde und der Technik. Es 
kommt daher für einen großen Interessentenkreis in Frage und wird als Lehr- und Nach- 
schlagewerk mit Nutzen verwendet werden. G. Wassermann 


 Quantentheorie des Atoms 
Von Prof. Dr. A. RUBINOWICZ, Warschau 

Ubersetzung nach der 2. polnischen Auflage des Werkes ,,Kwantowa Teoria 

Atomu“. VII, 486 Seiten mit 38 Figuren im Text. 1959. gr. 8°. DM 29,80 Ln. 31,80 

Dieses Lehrbuch ist aus den langjährigen Vorlesungen des Verfassers hervorgegangen. Im 

ersten Teil des Buches wird die Entwicklung der älteren Quantentheorie dargestellt. Es 


soll damit dem Leser vor Augen geführt werden, wie zwangsläufig und wiereichan Momenten 
voll dramatischer Spannung die Entwicklungsgeschichte der Quantentheorie gewesen ist. 


Klassische Arbeiten deutscher Physiker 


Herausgeben von der Physikalischen Gesellschaft 
in der Deutschen Demokratischen Republik 


ating.” 

Heft 1 
Grundlegende Abhandlungen über die X-Strahlen _ 

Von W.C. RONTGEN 
42 Seiten mit einem Porträt. 1954. gr.8°. DM2, 0 pe 
Röntgen- und Laboratoriumspraxis: Das Studium dieser in ihrer Klarheit und 
Präznanz wahrhaft klassischen Veröffentlichung muß insbesondere allen denen, die 
mit Röntgenstrahlen arbeiten, immer wieder empfohlen werden. Da die alten Zeitschriften- 


Jahrgänge nicht allen leicht zugänglich sind, ist die Zusammenfassung der drei Arbeiten 
in einem Heft sehr zu begrüßen. 
Heft 2 


Interferenzerscheinungen bei Röntgenstrahlen 
Von W. FRIEDRICH, P. KNIPPING u. M. v. LAUE ft 
36 Seiten mit 3 Abbildungen im Text und 4 Tafeln. 1955. gr. 8°. DM 3,— 


Zeitschrift für ärztliche Fortbildung: Das zweite Heft in der Folge ,,Klassische Arbeiten 
deutscher Physiker‘ ermöglicht all denen, die mit Röntgenstrahlen arbeiten, eine grund- 
legende Abhandlung über die Entwicklung der neuen Physik nachzulesen. Daneben 
bietet gerade dieses Heft ein Masterbeispiel für die Ausführung grundlegender wissen- 
schaftlicher Veröffentlichungen. Degner (Berlin) 


JOHANN AMBROSIUS BARTH / VERLAG / LEIPZIG 
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